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Geometrie der Zahlen - zum

150. Geburtstag von Hermann
Minkowski

Yuri Tschinkel

1 Cv

1.1 Familie

Hermann Minkowski wurde vor 150 Jahren, am 22. Ju-
ni 1864 geboren. Er entstammte einer jiidischen Familie,
mit Wurzeln in Osteuropa. Einer seiner Vorfahren war
Baruch ben Jakob aus Shklov, ein Richter in Minsk, mit
Neigung zur Medizin. Nach umfangreichen Reisen durch
England, Holland und Deutschland, kehrte er nach WeiB-
russland zuriick und starb dort in Sluzk im Jahr 1812. Er
ibersetzte die ersten 6 Bande von Euklid aus dem Grie-
chischen ins Hebriische, in der Hoffnung, diesen klassi-
schen Text zuginglicher zu machen. Sein Enkel, Isaak
ben Aaron, nahm den Namen Minkowski an. Er lebte
in einer kleinen Stadt Karlin (Pinsk), die zuerst Polnisch,
dann Schwedisch, dann Russisch war, und gegenwiartig in
WeiBrussland liegt. Isaaks Enkel, Levin (1825-1884), Wei-
zenhandler in Vilna, heiratete Rahel, Tochter eines Wei-
zenhindlers. Sie lebten in Alexotas (Polnisch-Littauisch,
Preussisch, Polnisch, und Russisch) und hatten 5 Kinder:
Max, Oscar, Fanny, Hermann, Toby. Um dem wachsen-
den Antisemitismus im zaristischen Russland zu entkom-
men, iibersiedelte die Familie nach Kénigsberg und wurde
1872 in Preussen naturalisiert.

Minkowski wurde dort auf das Altstidtische Gymnasium
aufgenommen, an dem er mit 15 Jahren sein Abitur ab-
legte. Dieses Gymnasium existierte schon im 16. Jahrhun-
dert und war eine Art Ostpreussische “Spezialschule”: es
publizierte eigene Berichte und hatte u.a. das Crellsche
Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik in der
Schulbibliothek (was heute sogar fiir Mathematikinstitu-
te keine Selbstverstandlichkeit ist).

1.2 Stationen seines Lebens

Nach Studien an den Universitdten Konigsberg und Ber-
lin, Promotion in Konigsberg 1885, nach dem Armee-
dienst,® Anstellungen an den Universititen Bonn und
Koénigsberg, wurde Minkowski 1896 auf eine Ordentli-
che Professur am Eidgendssischen Polytechnikum Ziirich
(ETH) berufen. Von 1902 bis 1909 war er Professor in

1 Gebriunt wie ein Kameruner, und munter wie ein Fisch in
seinem Element, hoffe ich, dass der Rest meiner Dienstzeit nur
leichte vergnligte Stunden bringen wird. Vielleicht bietet sich dann
auch Gelegenheit, eine alte Bekanntschaft mit Frau Mathematika
zu erneuern. [9, S. 32]
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Gottingen, wo er am 12. Januar 1909, im Alter von 44
Jahren, an einer Blinddarmentziindung verstarb.

Eine kurze Mitteilung dariiber erschien im Jahresbericht
der DMV:

Mathematische Gesellschaft in Gbttingen. Neunfe Silzung am
12. Januar 1909: Nach Mitteilung des am Mittag plotzlich erfolgten Todes
von Prof. Minkowski wird die Sitzung aufgehoben. — Zehnte Sitzung am

Es folgen Zeilen aus dem ergreifenden Nachruf von Hil-
bert?:

Mehr als sechs Jahre hindurch haben wir, seine ndchsten ma-
thematischen Kollegen, jeden Donnerstag piinktlich drei Uhr
mit ihm zusammen einen mathematischen Spaziergang auf
den Hainberg gemacht — auch den letzten Donnerstag vor
seinem Tode, wo er uns mit besonderer Lebhaftigkeit von den
neuen Fortschritten seiner elektrodynamischen Untersuchun-
gen erzihlte: den Donnerstag darauf — wiederum um drei Uhr
— gaben wir ihm das letzte Geleit.

Die Grabstatte von Minkowski und seinem Bruder Os-
kar (Arzt und Wissenschaftler, entdeckte den Zusammen-
hang zwischen Bauchspeicheldriise und Diabetes) befin-
det sich auf dem Waldfriedhof Heerstrasse in Berlin-
Charlottenburg. Bis 2014 war es eine Ehrengrabstitte
der Stadt Berlin, zu erkennen am roten Ziegelstein unten
links.

HERMANN MINKOWSKI &
2261864 1211909 i
~ OSKAR MINKOWSKI -

1311858 - 16-6.1931

2Nachr. der Gesellschaft der Wissenschaften zu Gottingen, 1909
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Trotz intensiver Bemiihungen der Berliner Mathematiker,
hat das Land Berlin im Juli 2014 die Anerkennung der
Grabstétte der Briider Minkowski nicht verlangert:

Unter diesen Pramissen war die fiir Sie — und andere —
liberraschende Entscheidung einer Nichtverlingerung, wie in
anderen vergleichbaren Fillen, folgerichtig, denn beziiglich der
hochverdienten Briider Minkowski war eine solche Popularitit,
wie sie die Anerkennungskriterien unabdingbar verlangen, lei-
der nicht feststellbar.3

2 Wissenschaftliche Laufbahn

2.1 Quadratische Formen

Im Jahr 1882 formulierte die Pariser Académie als Preis-
aufgabe, das von Ferdinand Gotthold Max Eisenstein
1847 im Crellschen Journal gestelle Problem zu [3sen:

17.
Note sur la représentation d'un nombre par la somme

de cinq carrés.
(Par Mr. G. Eisenstein.)

Mr. Dirichlet, 4 la fin de son beau mémoire sur les formes, quadratiques *),
a remarqué que par la combinaison de deux théories, dont on doit I'une & lui-
méme, 'autre & Mr. Gaufs, on peut trouver des expressions trés—simples et trés-
remarquables du nombre des représentations d’un entier donné par la somme de
frois carrés. Tai trouvé qu'il existe des formules absolument semblables pour le

Es ging um die Anzahl der Darstellungen einer natiirlichen
Zahl als Summe von fiinf Quadratzahlen, also um ganz-
zahlige Lésungen der Gleichung

2, .2, .2, 2 2
m=x{+x;+x3+xi+x5, meN

Minkowski erhielt die Auszeichnung der Académie und
wurde {iber Nacht international beriihmt. Es gab aller-
dings gewisse sonderbare Umstande, die die Entscheidung
der Académie begleiteten: die Académie hat iibersehen,
dass ein fiihrender englischer Mathematiker, Henry John
Steven Smith* das Problem schon 1868 in den Procee-
dings of the Royal Society of London behandelt hat-
te. Smith was nicht wenig erstaunt®, dass seine Arbeit
bei den franzosischen Mathematikern ohne Beachtung
blieb, und beschwerte sich bei Hermite. Hermite versi-
cherte, dass die Verlegenheit ganz bei der Académie-
Kommission liege, und dass es nur eines Manuscripts
von Smith bediirfte, um die Verlegenheit aus der Welt
zu rdumen. Am Ende wurde das Preisgeld zwischen Min-
kowski und dem bis dahin verstorbenen Smith geteilt.

3Einen Monat nach diesem Brief aus seiner Kanzlei trat der
Biirgermeister von Berlin vom Amt zuriick.

4He was a tall, good-looking man, renowned for his charm, ge-
nerosity, warmth, and spontaneous wit ...[11]

5somewhat troubled and a little annoyed
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Der Wettbewerb mit franzodsischer Mathematik blieb all-
gegenwartig:

Minkowski ist es zu danken, daB nach Hermites Tode die
Fiihrerrolle in der Zahlentheorie wieder in deutsche Hinde
zuriickfiel, und wenn man (iberhaupt bei einer solchen Wis-
senschaft, wie es die Arithmetik ist, die Beteiligung der Na-
tionen an den Fortschritten und Errungenschaften abwdigen
will: wesentlich durch Minkowskis Wirken ist es gekommen,
daB heute im Reiche der Zahlen die bedingungslose und un-
bestrittene deutsche Vorherrschaft statthat.®

2.2 Bonn

Trotz des frithen Erfolgs war die Beférderung zum Or-
dentlichen Professor nicht automatisch. Der Briefwechsel
mit Hilbert verrat Nervositadt. Insbesondere war Minkow-
ski von Bonn nicht sehr begeistert [9, S. 54]:7
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Auch die Riickkehr nach Konigsberg und Ernennung zum
Ordentlichen Professor im Jahr 1895 lasst ihn rastlos. So
wird ein Ruf nach Ziirich zu einer groBen Freude:

In Ziirich selbst ist es, wie Du Dir denken kannst, wun-
derschén. [9, S. 85]

Die komplizierten Verhandlungen sind erfolgreich, und
seine neuen Vorgesetzen voll des Lobes:

Die Vielseitigkeit seines Wissens geht auch aus der Liste der
bis jetzt von ihm in Bonn und Kénigsberg gehaltenen Vor-
lesungen hervor, die fast den ganzen Umfang der heutigen
mathematischen Forschung und ihrer Anwendungen auf Me-
chanik und Physik beriihren. Ich will nicht versdumen her-
vorzuheben, daB der Eindruck, den der erst 32-jahrige Mann
auch auBerhalb seiner Wissenschaft macht, ein ganz bedeu-
tender und sehr sympatischer ist. (Brief an den Bundesrat,
September 1896, siehe [12].)

Die friihe Begeisterung fiir Ziirich leidet an den Realitdten
des Alltags. Minkowski klagt iiber das schwache Niveau
der Studenten (unter seinen Studenten war auch Ein-
stein):

Schliesslich komme ich noch gar in den Ruf eines schwierigen
Docenten, und dann sind von vornherein die Meldungen zu

5Hilbert: Nachruf auf Minkowski

"Der Umgang hier mit meinen mathematischen Kollegen ist
wirklich bejammenswert; der eine klagt iiber Migrine, so wie man
a oder x sagt; bei dem anderen tritt innerhalb von fiinf Minuten
die Frau dazwischen, um dem Gesprich eine andere Wendung zu
geben.
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den Vorlesungen wenig zahlreich. Ich werde in der Populari-
sierung des Stoffs bis an die dusserst mogliche Grenze gehen
miissen; denn diejenigen, die mich vielleicht um wissenschaft-
licher Leistungen wegen genommen haben, wollen schliesslich
fiir ihr Geld auch etwas haben. So sehe ich ziemlich traurig in
die weiteren Semester, viel solche Arbeit, die mir im Grunde
wenig zu Gute kommt, anders, als ich mir die Sachlage bei
Annahme des Rufes ausgemalt habe. [9, S. 94]

Aber auch mit Kollegen scheint es Kontaktschwierigkei-
ten zu geben:

Auch die eigentlichen Mathematiker, deren Zahl aber sehr ge-
ring ist, sind durch alle Collegien, die sie sonst héren miissen,
so in Anspruch genommen, dass sie nur geniesen kofinen, was
ihnen zerschnitten und zerlegt nach gewaltsamer Offnung des
Mundes eingetrichtert wird.

byl ek goecllimer Gy & ..o,
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Die Kollegen delegieren Minkowski in das Vergniigungs-
kommittee des ersten Internationalen Mathematikerkon-
gresses in Ziirich.

3 Moderne Zeiten

3.1 Geometrie der Zahlen

Die von Minkowski begriindete “Geometrie der Zahlen"
ist auch heute ein sehr aktives Forschungsgebiet und kann
als Vorreiter der “Arakelov-Geometrie” betrachtet wer-
den.

Es geht dabei um Wechselwirkungen zwischen starren
Objekten, wie Gittern oder ganzzahligen Losungen dio-
phantischer Gleichungen, und “weicher” Geometrie; um
Beziehungen zwischen Flache, Volumen, Kriimmung, und
Gitterpunkten.
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Vorlesungsmitschrift, Géttingen

Ein Hauptsatz der Geometrie der Zahlen lautet wie folgt:

Sei A C R? ein Gitter mit Fundamentalgebiet der Fliche
1. Sei D C R? ein konvexes, zentral-symmetrisches Ge-
biet der Fliche > 4. Dann enthilt D mindestens zwei
Gitterpunkte.

Dieser Satz hat viele Anwendungen und Verallgemei-
nerungen, zum Beispiel, in algebraischer Zahlentheorie.
Dort untersucht man Ringe ganzer Zahlen in endlichen
Erweiterungen K von Q. Eine wichtige Invariante ist die
Diskriminante des Ringes; wenn der Ring Ox C K als
Z|a] gegeben werden kann, wo « eine ganze algebraische
Zahl ist, ist die Diskriminante

oK) = [ (i — ),
i<j
wobei {a; } die Menge der Wurzeln des Minimalpolynoms
von « ist.
Es wird vermutet, dass die Anzahl der Kérper mit be-
schrankter Diskriminante linear wachst:

#{[K:Q]=d | [p(K)|<B}~Cyq-B, B— .

Diese Behauptung ist trivial fiir d = 2, ein klassisches
Theorem fiir d = 3 (Davenport-Heilbronn, 1971) und
eine brilliante Anwendung der Geometrie der Zahlen fiir
d = 4,5 (Bhargava, 2001). Fiir d > 5 hat man z.Z. nur
eine Abschatzung:

< Bo®(CVIgd)  (E|lenberg-Venkatesh, 2006).

3.2 Polyeder

Minkowski interessierte sich auch fiir “starre Gebilde" —
Polyeder.
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Klein Protokolle, Géttingen

Hier sind einige moderne Probleme zu diesem Thema.
Gegeben sei ein Gitter A C R? und ein Polyeder IT mit
Ecken in A. Gesucht ist die Anzahl 1)(n) der Gitterpunkte
inn-IINA, fiir n — oo. Die Losung appelliert an die
Theorie der torischen Varietaten; diese werden durch mo-
nomiale Gleichungen beschrieben. Aus (II, A) konstruiert
man eine torische Varietdt X o und ein Geradenbiindel
L, so dass

Y(n) = dim H°(Xma,nL),

die Dimension des Raumes der globalen Schnitte von nL
ist. Dann gibt der Satz von Riemann-Roch eine Formel
fiir (n), die ausschlieBlich von topologischen Invarianten
von Xy A abhdngt.

Eine andere kombinatorische Aufgabe in diesem Zusam-
menhang ist die Untersuchung des f-Vektors

f= ) = (fo(), fi(ID), ..., fa(ID)),

wobei f;(IT) die Anzahl der j-dimensionalen Seiten von
IT ist. Auch hier ist der Ubergang zu torischen Varietiten
von entscheidender Bedeutung: die Intersection cohomo-
logy torischer Varietdten kodiert interessante Beziehun-
gen zwischen den f;(II).

Weitere Anwendungen von Polyedern finden sich in der
Theorie der hypergeometrischen Funktionen, Darstel-
lungstheorie, in reeller, symplektischer, und tropischer
Geometrie (Okounkov bodies), in der algebraischen Geo-
metrie bei der Auflésung von Singularitdten, Faktorisie-
rung von birationalen Morphismen, Klassifikationsfragen,
im Programm der Minimalen Modelle (Kegel der amplen
und effektiven Divisoren).

3.3 Kugelpackungen

Minkowski beschéftigte sich mit dem Problem der “Dich-
testen gitterférmigen Lagerung kongruenter Korper”, ei-
ner Verallgemeinerung der Keplerschen Vermutung.
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Felix Klein Protokolle, Géttingen

Die Keplersche Vermutung wurde 1998 von Sam Fer-
guson und Tom Hales bewiesen. Allerdings stiitzte sich
der Beweis auf massive Komputerrechnungen, die von
den Gutachtern der Arbeit nicht im Detail nachvollzogen
werden konnten. Erst in diesem Jahr gelang Hales der
formale Nachweis der Korrektheit des Beweises.®

Uber dichteste Packungen mit anderen Kérpern, wie Te-
traedern, ist wenig bekannt.

3.4 Das Hasse-Minkowski Prinzip

Diese Prinzip besagt, dass eine quadratische Form f €
Q[zo, - - ., xy], die nicht-triviale Nullstellen in R and allen
p-adischen Kérpern Q,, hat, auch nicht-triviale Nullstel-
len in Q besitzt. Diese Eigenschaft gilt nicht mehr fiir For-
men hdheren Grades, z.B. fiir die Form 3z3 + 43 + 523.

Eine bemerkenswerte Errungenschaft von M. Bhargava
(Fields-Medaille 2014) ist der Beweis, basierend auf der
Geometrie der Zahlen, dass ein positiver Anteil der ku-
bischen Formen in drei Variablen dem Hasse-Minkowski
Prinzip geniigt, und ein positiver Anteil der Formen Ge-
genbeispiele zu diesem Prinzip liefert [3].

Auch in héheren Dimensionen gibt es Gegenbeispiele. So
hat z.B. die Gleichung

o’ +ai=f(23, fH)=E-2)EB-1) (1)

keine nicht-trivialen Losungen in Q. Dieses wird mit
hoheren, so-genannten kohomologischen, Brauer-Manin
Obstruktionen gezeigt. Ein wirklicher Durchbruch gelang
in [6]: fiir viele konische Biindel, wie (1), folgt aus dem
Verschwinden der Brauer-Manin Obstruktion die Existenz
von nicht-trivialen rationalen Losungen. Der Beweis ba-
siert auf Lehrsidtzen in additiver Kombinatorik aus der
Doktorarbeit von L. Matthiesen, die wiederrum aus der
Theorie von B. Green und T. Tao folgen.

3.5 Flugzeuge

Um 1905 versuchte Minkowski, eine mathematische Er-
klarung fiir das Interferenzexperiment von Michelson zu

8Projekt Flyspeck https://code.google.com/p/flyspeck/.
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finden, und war sehr liberrascht, dass sein Student Ein-
stein schon eine Arbeit dariiber publiziert hatte [5], [7].
Einsteinsche Behandlung des Themas basierte auf phy-
sikalischen Prinzipien, und die mathematischen Grund-
lagen fehlten. Minkowski, und unabhingig, Poincare,
formulierten diese Grundlagen, die sich als von ent-
scheidender Bedeutung fiir die Entwicklung der moder-
nen Physik erwiesen. Die Hauptidee war die Einfiihrung
der 4-dimensionalen Raum-Zeit Koordinaten. Minkowskis
beriihmter Vortrag auf der Naturforscherversammlung in
Kaln, 1908, beginnt mit den Worten:

Dieser Dankbarkeit Ausdruck zu geben, fordere ich Sie, meine
verehrten Kollegen und meine lieben Kommilitonen, auf, mit mir ein-
zustimmen in den Ruf:

Seine Konigliche Hoheit GroBherzog Friedrich
Hoch! Hoch! Hoch!

Raum und Zeit").
Von HErMANN MINKOWSKI in Gottingen.

M. H.! Die Anschauungen iiber Raum und Zeit, die ich Ihnen
entwickeln mdochte, sind auf experimentell-physikalischem Boden er-
wachsen. Darin liegt ihre Stérke. Ihre Tendenz ist eine radikale.
Von Stund’ an sollen Raum fiir sich und Zeit fiir sich v6llig zu Schatten
herabsinken und nur noch eine Art Union der beiden soll Selbstiindig-
keit bewahren.

In diesem Vortrag erklart Minkowksi die Grundbegriffe
der Lorentz-Geometrie ein und beschreibt den “Minkowski-
Raum”, als Pendant des euklidischen Raumes. Nach Py-
thagoras, werden im gewdhnlichen euklidischen Raum die
Abstinde mit der Metrik

d5:\/dx%+dx§+...+dx§

gemessen, und der Abstand ist das Integral [ds. In der
Beschreibung von Minkowski ist die quadratische Form
durch

dr = \Jc2di? — do? — ... — dus

gegeben, wobei t als Zeitkoordinate verstanden wird, und
c die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Lichtes im leeren
Raume ist. Und das ist genau die quadratische Form, die
Minkowski als 18-jdhriger untersuchte, als er ganze und
rationale Losungen der Gleichung

c=1x3+25+23, ceN,

verstehen wollte!

Die Bewegung eines Teilchens im Minkowski-Raum wird
durch eine Kurve beschrieben, deren Lange durch das In-
tegral [ dr gegeben wird. Damit diese Linge nichtnegativ
ist, muss das Teilchen langsamer als die Lichtgeschwin-
digkeit sein, also muss die Kurve im Inneren des “Licht-
kegels” liegen. Der Ansatz von Minkowski erklarte die
dusserst phantastische Hypothese der Langenverkiirzung
in Richtung der Bewegung und andere Phanomene der
Einsteinschen Relativitdtstheorie. Den Einwédnden von
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Physikern vorbeugend (Einstein: iiberfliissige Gelehrsam-
keit), schrieb Minkowski: Uber den Begriff des Raum-
es in entsprechender Weise hinwegzuschreiten, ist auch
wohl nur als Verwegenheit mathematischer Kultur ein-
zutaxieren. Als eine weitere Provokation an die Physiker
konnte man auch die Einfilhrung des Postulats der abso-
luten Welt (oder kurz Weltpostulats) einstufen.

Eine etwas iiberraschende Anwendung des Minkowski-
Raumes ist die Analyse des Flugzeug Boarding Problems
[2, 1]. Passagiere werden als Punkte in der Ebene mit Ko-
ordinaten ¢,r dargestellt, wobei ¢ die Position des Pas-
sagiers in der Schlange representiert und r die Sitzreihe.
Wir kénnen annehmen, dass ¢ und 7 so normiert sind,
dass ihre Werte im Einheitsquadrat liegen. Ein wichtiger
Parameter ist die Staukonstante k, definiert als Quotient
der Anzahl der Passagiere pro Reihe dividiert durch den
Abstand zwischen aufeinander folgenden Reihen. Im ein-
fachsten Fall, wenn es keine von der Fluggesellschaft vor-
geschriebenen Einstiegsrichtlinien gibt, also wenn g und r
voneinander unabhangig sind, kdnnen wir die “eigentliche
Zeit" als

di = \/dgdr + k(1 — r)dq?

definieren. In diesem Model ist die Einstiegszeit, als Funk-
tion der Staukonstante k, proportional zur maximalen
Lange einer Kurve im Einheitsquadrat beziiglich d7. Es
stellt sich heraus, dass es eine Koordinatentransformati-
on gibt, die von k abhingt, und die d7 in das dr von
Minkowski, und die Einstiegszeit in die maximale Eigen-
zeit liberfiihrt. Diese GroBen kdnnen unter variierenden
Boardingszenarien berechnet werden; und diese Berech-
nungen reduzieren sich in vielen Fallen auf die Analyse
verschiedener Aspekte des Minkowski-Raumes.

Und hier ist eine andere Anwendung: in [4] wird ein Al-
gorithmus vorgestellt, der es erlaubt, auf Flash-Speicher
schneller zuzugreifen. Die Methode basiert, im Wesent-
lichen, auf der Geometrie konzentrischer “Kreise” im
Minkowski-Raum.

Beim Lesen der Arbeiten und Briefe von Minkowski fallt
auf, wie leicht, spielerisch, und fast vertraumt er mit
Mathematik umgeht. Seine Ideen sind anschaulich und
“wirklichkeitsnah”, aber gleichzeitig auch sehr weittra-
gend. Er fiihlte es: von seiner Festrede auf Dirichlet [8]
hat man den Eindruck, dass er iiber sich selbst spricht:

Unablissig war sein Sinnen darauf gerichtet, zwischen ge-
trennt bestehenden Gedankensphdren die Briicke zu schlagen
und unabhingig gezeitigte Erfolge zu fruchtbarer Wechselwir-
kung zu verschmelzen.

Es ist erstaunlich, wie zutreffend seine, halb im Scherz
hingeworfenen, Prophezeihungen erscheinen:

Man hért von der Arithmetisierung ALLER mathematischen
Wissenszweige sprechen. Manche halten deshalb die Arith-
metik nur noch fiir eine zweckmdssige Staatsverfassung, die
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sich das ausgedehnte Reich der Mathematik gibt. Ja, zuletzt
werden einige in ihr nur noch die hohe Polizei sehen, welche
befugt ist, auf alle verbotenen Vorgdnge im weitverzweigten
Gemeinwesen der GréBen und Funktionen zu achten.

Auch heute hort man oft vom allgegenwértigen Einsatz,
aber nicht nur im Reich der Mathematik, einer besonde-
ren Art der Arithmetik, der Cryptographie.

Ich bin fiir die Zahlentheorie Optimist und hege still die Hoff-
nung, daB wir vielleicht gar nicht weit von dem Zeitpunkt
entfernt sind, wo die unverfilschte Arithmetik gleichfalls in
Physik und Chemie Triumphe feiern wird, und sagen wir z.B.,
wo die wesentlichen Eigenschaften der Materie als mit der Zer-
legung der Primzahlen in zwei Quadrate im Zusammenhang
stehend erkannt werden. An jenem Tage werden den Arith-
metikern von allen Seiten Huldigungen dargebracht werden.

Auch aus heutiger Sicht ist dieser Optimismus durch-
aus berechtigt. Erlaubt man die Auffassung, dass der
Minkowski-Raum, als ldee, etwas mit Zerlegung von Zah-
len in drei Quadrate zu tun hatte, so wiirde es durchaus in
Ordnung sein, die (noch ausstehenden) Huldigungen sei-
tens der Fluggesellschaften und der Flash-Speicher Her-
steller an die Arithmetik weiterzuleiten. Was die Zerle-
gung von Primzahlen in zwei Quadrate angeht, so hat
das etwas mit quadratischer Reziprozitat zu tun, und die
geometrische Version einer weitreichenden Verallgemei-
nerung der Reziprozitat, das Langlands Programm, wird
in neuester Zeit auch von Physikern studiert.

Vielleicht wird sich, zuletzt, das Land Berlin noch dazu
bewegen lassen, die Nichtverlingerung der Anerkennung
der Briider Minkowski zu {iberdenken.
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