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תעודת זהות:
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מספר מחברת:

כ"ט תמוז, תשס"ח

1 אוגוסט, 2008

בחינה בסיבוכיות

מרצים: עודד רגב, אמנון תא-שמע

מתרגל: ישי חביב

משך הבחינה: שלוש שעות.
חומר סגור, ללא שימוש במחשבונים.
נא לכתוב מספר מחברת  ומספר ת.ז. בראש כל עמוד.

תשובות לשאלות יש לתת בטופס זה בלבד.

מחברת הבחינה תשמש לטיוטה בלבד ולא תיבדק.
בבחינה ארבע שאלות.

הציון ייקבע על סמך שלוש השאלות הטובות ביותר (כך שפתרון שלוש שאלות בצורה מלאה יזכה בציון 100).
לכל אחת משלוש השאלות משקל זהה.

בכל שאלה אפשר להסתמך על נכונות סעיפים קודמים, גם אם לא השבתם עליהם.
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שאלה 1
בגרף מכוון 
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  נקראת קשירה בחוזקה אם לכל שני צמתים 
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1. יהי גרף מכוון 
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  קבוצה של 
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הוכיחו שהקבוצה 
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  קשירה בחוזקה אם ורק אם לכל 
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  קיים מסלול מכוון מהצומת 
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 לצומת  
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  וגם קיים מסלול מכוון מהצומת 
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נגדיר את הבעיה HALF-STRONGLY-CONNECTED:

קלט: גרף מכוון 
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 שקבוצת צמתיו היא 
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שאלה: האם קיימת ב-
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 קבוצה קשירה בחוזקה בגודל לפחות 
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2. הוכיחו כי HALF-STRONGLY-CONNECTED ( NL.
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3. הוכיחו כי  HALF-STRONGLY-CONNECTED היא NL-קשה.
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שאלה 2
שפה L ( {0,1}*   נקראת דלילה אם קיים פולינום p כך שלכל n טבעי  |L ( {0,1}n| ≤ p(n), כלומר לכל n טבעי מספר המילים ב-L באורך n הוא לכל היותר p(n).

1. הוכיחו כי לכל שפה דלילה L,  L ( P/poly.
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2. הוכיחו שאם קיימת שפה דלילה שהיא NP-קשה אז ההיררכיה הפולינומיאלית קורסת.
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3. הוכיחו שלכל שפה  L ( P/poly  קיימת שפה דלילה A כך ש-  L ( PA.
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שאלה 3
1. הגדירו את מחלקת הסיבוכיות RP.
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נגדיר שפה A: 

   { M היא מכונת טיורינג הסתברותית שמקבלת את x בהסתברות לפחות  
[image: image21.wmf]2
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  תוך t צעדים  A = { < M,x,1t > |.
2. לפניכם טענה והוכחה שגויה עבורה.
טענה:  A ( BPP.

"הוכחה": נגדיר מכונת טיורינג הסתברותית עבור השפה A: בהינתן קלט < M,x,1t > המכונה מגרילה מחרוזת אקראית r באורך t, ומסמלצת את M למשך t צעדים על הקלט x עם r כסדרת המטבעות האקראיים. אם המכונה M מקבלת את x עם סדרת המטבעות האקראיים r תוך t צעדים המכונה תקבל, ואחרת המכונה תדחה.

הסבירו מדוע "הוכחה" זו שגויה.


3. הוכיחו שהשפה A היא BPP-קשה תחת רדוקציות זמן פולינומיאלי (כלומר לכל B(BPP מתקיים B ≤p A).

4. הוכיחו שהשפה A היא NP-קשה.

שאלה 4 

יהי 
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 גרף פשוט לא מכוון, ותהא 
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 חלוקה של קבוצת הקשתות.

נגדיר את מידת ההסכמה של חתך  
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  להיות מספר הקשתות מ- 
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 שקצותיהן בצד שונה של החתך ועוד מספר הקשתות מ- 
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 שקצותיהן באותו צד של החתך.

נגדיר את הבעיה MAX-AGREE:

קלט: גרף פשוט לא מכוון
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 וחלוקה של קבוצת הקשתות 
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המטרה: למצוא חתך 
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 עם מידת הסכמה מקסימלית.

1. הראו שבהינתן  קלט 
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 לבעיה MAX-AGREE ניתן לבנות בזמן פולינומיאלי פונקציה      
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  מעל המשתנים 
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כך שמידת ההסכמה המקסימלית של חתך ב- 
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 שווה לפתרון בעיית המקסימיזציה הבאה:
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2. הציעו אלגוריתם פולינומיאלי הסתברותי שמשיג בתוחלת יחס קירוב לפחות 
[image: image38.wmf]0.878

 לבעיה MAX-AGREE.
עליכם להשתמש בסעיף הקודם ובשתי העובדות הבאות:
עובדה 1: ניתן לפתור את בעיית המקסימיזציה הבאה  (Semidefinite Programming, SDP)בזמן פולינומיאלי:
קלט: סדרת מספרים 
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פלט: סדרת וקטורי יחידה 
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 לערך מקסימלי.
עובדה 2:  
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מכונת הטיורינג M' שמתוארת בהוכחה מקיימת את התכונה הבאה:


< M,x,1t > ( A אם ורק אם המכונה M' מקבלת את < M,x,1t > בהסתברות לפחות ⅔.


לכן, קלטים  ששייכים לשפה מתקבלים ע"י M' בהסתברות לפחות ⅔ כדרוש. אולם קלטים שאינם שייכים לשפה אינם בהכרח מתקבלים בהסתברות לכל היותר ⅓ (כפי שנדרש ממכונת BPP).


למשל, עבור קלט < M,x,1t > כך שהמכונה M מקבלת את x תוך t צעדים בהסתברות ⅔-ε, המכונה M' תקבל את < M,x,1t > בהסתברות ⅔-ε.





הערה: המכונה M' רצה בזמן פולינומיאלי בגודל הקלט שלה, מכיוון שהקלט < M,x,1t > הוא בגודל לפחות t (לכן זמן הריצה שלה אינו השגיאה בהוכחה).





מחלקת הסיבוכיות RP היא מחלקת השפות L עבורן קיימים מכונת טיורינג דטרמיניסטית M ופולינום p כך ש-M רצה בזמן פולינומיאלי בגודל הקלט ולכל קלט x מתקיים:


� EMBED Equation.DSMT4  ���


הערה: ניתן להגדיר את המחלקה RP גם ע"י מכונת טיורינג הסתברותית.








הרדוקציה:





נראה רדוקציה מהבעיה STRONGLY-CONNECTED (בהינתן גרף מכוון, האם הוא קשיר בחוזקה?) שראינו שהיא NL-קשה בתרגילי הבית.





בהינתן גרף מכוון G=(V,E) הרדוקציה תחזיר את G'=(V',E) שהוא אותו הגרף בצירוף |V| צמתים מבודדים חדשים.














הוכחת נכונות:





ניתן להניח ש- |V|>1.





אם G ( STRONGLY-CONNECTED אז קבוצת צמתי הגרף G המקורי מהווה בגרף G'  קבוצה קשירה בחוזקה בגודל |V| שהוא מחצית מספר הצמתים ב-G' ולכן G' ( HALF-STRONGLY-CONNECTED.





אם  G' ( HALF-STRONGLY-CONNECTED אז קיימת בו קבוצה קשירה בחוזקה בגודל לפחות |V|=½|V'|. הצמתים המבודדים שהוספנו לגרף G כמובן אינם לוקחים חלק בקבוצה קשירה בחוזקה עם יותר מצומת אחד, ולכן עולה ש- |V| הצמתים של הגרף G מהווים קבוצה קשירה בחוזקה, ולכן הגרף G קשיר בחוזקה, כלומר G ( STRONGLY-CONNECTED.

















ניתוח סיבוכיות מקום:





הרדוקציה עוברת על הגרף שניתן לה כקלט ומדפיסה אותו לסרט הפלט בצירוף |V| צמתים חדשים מבודדים. לשם כך נחוצים מונים עם ערכים פולינומיאליים בגודל הקלט בלבד, ולכן המקום הנחוץ על סרט העבודה הוא לוגריתמי בגודל הקלט.





























נתאר מכונת טיורינג לא דטרמיניסטית אשר פותרת את הבעיה ועושה שימוש בסיבוכיות מקום לוגריתמית:


המכונה תנחש צומת v1 מקבוצת הצמתים. 


לכל i מ-2 עד ½n (למעשה, ערך שלם עליון של ½n):


המכונה תנחש צומת vi.


אם vi ≤ vi-1 המכונה תדחה (כלומר, בכל שלב המכונה מצפה לצומת שמספרו גדול מקודמו).


המכונה תנחש מסלול מכוון מהצומת vi-1 לצומת vi ותוודא שהמסלול חוקי (כלומר כל שני צמתים סמוכים מחוברים בקשת ואורכו אינו עולה על n). אם הניחוש אינו עונה על דרישה זו המכונה תדחה.


המכונה תנחש מסלול מכוון מהצומת v½n לצומת v1 ותוודא שהמסלול חוקי (כלומר כל שני צמתים סמוכים מחוברים בקשת ואורכו אינו עולה על n). אם הניחוש עונה על דרישה זו המכונה תקבל, ואחרת תדחה.





הוכחת נכונות:


נניח שהקלט G=(V,E) שייך לשפה, אז קיימת קבוצה קשירה בחוזקה בגודל ½n. נסמן את צמתיה ממוינים בסדר עולה ב- u1 < u2 < … < u½n. לפי הסעיף הקודם לכל  2≤i≤½n קיים מסלול מכוון מהצומת ui-1 לצומת  ui  וגם קיים מסלול מכוון מהצומת u½n לצומת u1. לכן קיימת סידרת ניחושים שמובילה את המכונה שתוארה למצב מקבל.


מצד שני, אם קיימת סדרת ניחושים שמובילה את המכונה למצב מקבל על קלט G=(V,E) אז לפי הסעיף הקודם קבוצת הצמתים שהמכונה ניחשה  U={v1,…,v½n} היא קשירה בחוזקה. כמו-כן מאחר שהמכונה וידאה שלכל 2≤i≤½n מתקיים vi-1 < vi נסיק שבקבוצה U יש ½n צמתים שונים (ללא דרישה זו ייתכן שחזרנו על אותו הצומת פעמים רבות!). לכן G שייך לשפה.





ניתוח סיבוכיות מקום: לאורך האלגוריתם נשמור את הצומת v1. כמו-כן בכל איטרציה של האלגוריתם נשמור את הצומת מהאיטרציה הקודמת ואת הצומת מהאיטרציה הנוכחית. אלו מצריכים מקום לוגריתמי בגודל הקלט. בנוסף, בדיקת קיום מסלול בין שני צמתים סמוכים (בשלבים 2c, 3) מצריכה אף היא מקום לוגריתמי כפי שראינו בכיתה עבור PATH. 














תהא L ( P/poly, אזי קיימת משפחת מעגלים בוליאניים {Cn}n(N כך שהמעגל Cn מכריע את L לקלטים באורך n וגודל קידודו חסום ע"י פולינום  p(n).





נגדיר את השפה A כך:�המחרוזות באורך n בשפה A הן המחרוזות שמייצגות את מספרי הביטים ששווים ל-1 בקידוד המעגל Cn (נשים לב שזו הגדרה אפשרית כי עבור n גדול מספיק p(n) < 2n; נוכל כמובן להתעלם מערכי n קטנים).





A היא בוודאי שפה דלילה כי לכל n טבעי מספר המילים בשפה באורך זה חסום ע"י p(n) (הרי גודל הקידוד של Cn אינו עולה על p(n)).





כמו-כן מתקיים  L ( PA משום שבהינתן קלט x באורך n ניתן לעבור על כל המחרוזות באורך n שמתארות מספרים בין 1 ל- p(n) ולשאול את האורקל אם מחרוזות אלה בשפה A (מספר מחרוזות אלה הוא פולינומיאלי בגודל הקלט ולכן זמן הריצה יהיה פולינומיאלי). כעת, לאחר שמצאנו את קידוד המעגל Cn נוכל בזמן פולינומיאלי לחשב את Cn(x) ולקבוע אם x שייך לשפה L או לא.








הרדוקציה:





תהא B(BPP, אזי קיימת מכונת טיורינג הסתברותית MB כך שלכל קלט x המכונה רצה בזמן פולינומיאלי p(|x|) וקובעת נכון אם x בשפה בהסתברות לפחות ⅔ על פני המטבעות האקראיים של המכונה.





בהינתן קלט x עבור השפה B הרדוקציה תחזיר את הקלט < MB,x,1p(|x|) >  עבור השפה A.














הוכחת נכונות:





אם x שייך ל-B אז MB רצה על x בזמן p(|x|) ומקבלת בהסתברות לפחות ⅔, ולכן  < MB,x,1p(|x|)> ב-A .





אם x אינו שייך ל-B  אז MB רצה על x בזמן p(|x|) ומקבלת בהסתברות לכל היותר ⅓ ובפרט בהסתברות קטנה ממש מ- ⅔, ולכן  < MB,x,1p(|x|)> אינו ב-A.





























ניתוח זמן ריצה:





נשים לב שלכל שפה B קידוד המכונה MB הוא בגודל קבוע, ולכן הדפסתו מצריכה זמן קבוע. כמו-כן העתקת x מקלט הרדוקציה לפלט שלה מצריכה זמן O(|x|) והדפסת 1p(|x|) גם כן מצריכה זמן ריצה פולינומיאלי. בסה"כ זמן הריצה פולינומיאלי.








הרדוקציה:





נראה רדוקציה מהשפה SAT (שהיא NP-קשה) ל-A.


בהינתן נוסחת Φ  CNF (קלט לבעיה SAT) הרדוקציה תחזיר את השלשה הבאה: < M',Φ,1p(|Φ|) > כאשר M' היא מכונת טיורינג הסתברותית שפועלת כך: בהינתן נוסחת   Φ  CNFמעל n משתנים, בהסתברות � EMBED Equation.DSMT4  ��� המכונה M' תקבל מייד, ובהסתברות � EMBED Equation.DSMT4  ��� המכונה תגריל השמה מקרית למשתני הנוסחה (כל השמה מתקבלת בהסתברות 2-n) ותבדוק אם השמה זו מספקת את Φ. אם כן, המכונה תקבל ואחרת תדחה.


p הוא פולינום שחוסם את זמן הריצה של המכונה M'.











הוכחת נכונות:





אם הנוסחה Φ ספיקה אזי קיימת השמה שמספקת אותה, לכן המכונה M' רצה על נוסחה זו בזמן p(|Φ|) ומקבלת אותה בהסתברות לפחות � EMBED Equation.DSMT4  ��� ולפיכך < M',Φ,1p(|Φ|) > שייך ל-A.





אם הנוסחה Φ אינה ספיקה אזי לא קיימת השמה שמספקת אותה, לכן המכונה M' רצה על נוסחה זו בזמן p(|Φ|) אבל מקבלת אותה בהסתברות � EMBED Equation.DSMT4  ��� ולפיכך < M',Φ,1p(|Φ|) > אינו שייך ל-A.











ניתוח זמן ריצה:





נשים לב שלמכונה M' קידוד בגודל קבוע, ולכן הדפסתו מצריכה זמן קבוע. כמו-כן העתקת Φ מקלט הרדוקציה לפלט שלה מצריכה זמן O(|Φ|) והדפסת 1p(|Φ|) גם כן מצריכה זמן ריצה פולינומיאלי. בסה"כ זמן הריצה פולינומיאלי.








האלגוריתם:





בהינתן גרף G=({1,…,n},E) נפתור את בעיית SDP שמתאימה לפונקציה שתוארה בסעיף הקודם (כל משתנה בוליאני מוחלף במשתנה שמייצג וקטור יחידה, וכפל מוחלף במכפלה פנימית).�נסמן ב- ui את הוקטור שמתאים למשתנה xi (נסמן את המימד ב-d).�נסמן ב- OPTSDP את הערך שהתקבל.


נגריל וקטור יחידה מקרי u(Rd.


נחזיר את החתך (S,V\S) שמוגדר באופן הבא: S = { i | <ui,u> ≥ 0 } .�


הוכחת יחס קירוב בתוחלת לפחות 0.878:





לכל קשת (i,j) נסמן ב- Θij את הזווית בין שני הוקטורים ui, uj.


לכל צומת i נגדיר משתנה מקרי yi שיוגדר להיות +1 אם האלגוריתם קבע ש- i(S ואחרת -1. נסמן ב-Y את המשתנה המקרי שהוא מידת ההסכמה של החתך המתקבל באלגוריתם.


באופן דומה לניתוח מהכיתה עבור MAX-CUT (ובעזרת עובדה 2) נקבל:


� EMBED Equation.DSMT4  ���





אי-השוויון האחרון (OPTSDP ≥ OPTMAX-AGREE) נובע מסעיף א' ומכך שבעיית ה-SDP שפתרנו היא רלקסציה של הבעיה MAX-AGREE.


לסיכום, קיבלנו שהאלגוריתם משיג בתוחלת יחס קירוב לפחות 0.878.





ניתוח זמן ריצה:





ראינו בסעיף הקודם שניתן בזמן פולינומיאלי לבנות את הפונקציה f, וכך גם לגביי בעיית ה-SDP המתאימה (עובדה 1). גם את הגרלת וקטור היחידה ואת קביעת השייכות ל-S ניתן לממש בזמן פולינומיאלי.





כיוון ראשון:


אם הקבוצה U היא קשירה בחוזקה, אז לפי ההגדרה לכל שני צמתים x,y(U קיים ב-G מסלול מכוון מ-x ל-y. בפרט נכון הדבר לזוגות הצמתים ui, ui+1  ולזוג uk, u1.





כיוון שני:


נניח שלכל 1≤i≤k-1 קיים מסלול מכוון מהצומת ui לצומת  ui+1 וגם קיים מסלול מכוון מהצומת uk לצומת u1. יהיו  ui, uj ( U שני צמתים שונים.


אם i<j אז שרשור המסלולים המכוונים מ- ui ל- ui+1, מ- ui+1 ל- ui+2, וכך הלאה עד המסלול מ- uj-1 ל- uj, הוא מסלול מכוון ב-G  מ-ui ל- uj. 


אם i>j, לפי המקרה הקודם קיים מסלול מכוון מ- ui ל- uk וקיים מסלול מכוון מ- u1 ל- uj. בצירוף המסלול המכוון מ-uk ל- u1 שהנחנו את קיומו, נקבל מסלול מכוון מ- ui ל- uj כדרוש.





הבנייה:





בהינתן גרף G=(V,E1 U E1), נסמן |V|=n, V={1,2,…,n}, ונגדיר את הפונקציה:





� EMBED Equation.DSMT4  ���








הוכחת נכונות:





נשים לב שקיימת פונקצית שקילות בין קבוצת החתכים לקבוצת ההשמות למשתני הפונקציה f: החתך (S,V\S) מתאים לפונקציה שנותנת ערך +1 למשתנה xi אם i(S וערך -1 אחרת.


כל קשת (i,j) מ- E1 תורמת +1 לפונקציה f כאשר � EMBED Equation.DSMT4  ��� ואחרת תורמת 0.


כל קשת (i,j) מ- E2 תורמת +1 לפונקציה f כאשר � EMBED Equation.DSMT4  ��� ואחרת תורמת 0.


לפיכך, ערך הפונקציה f על ההשמה (x1,…,xn) שמתאימה לחתך (S,V\S) הוא בדיוק מידת ההסכמה של חתך זה.


בפרט מידת ההסכמה המירבית האפשרית לחתך ב-G שווה לערך המירבי שמקבלת הפונקציה f על פני קלטים מ {-1,+1}n.








ניתוח זמן ריצה:





ניתן לחשב את מקדמי הפונקציה בזמן פולינומיאלי, שכן a0 = ½|E|, aij = -½ לכל קשת (i,j) ב-E1  וכן  aij = ½ לכל קשת (i,j) ב-E2 (שאר המקדמים 0).








נניח שקיימת שפה L דלילה שהיא NP-קשה.�קיימת רדוקציה שרצה בזמן פולינומיאלי מהשפה SAT לשפה L (SAT ≤p L).





לפי הסעיף הקודם L שייכת ל P/poly, ולכן בעזרת בנייה דומה לזו ממשפט Cook-Levin עולה שקיימת משפחת מעגלים בוליאניים בגודל פולינומיאלי שמכריעה את השפה SAT. כלומר SAT ( P/poly.





ממשפט Karp-Lipton נקבל שההיררכיה הפולינומיאלית קורסת לרמתה השנייה.








תהא L שפה דלילה עם הפולינום המתאים p, ויהא n טבעי. עלינו להראות מעגל בגודל פולינומיאלי ב-n אשר מכריע את השפה L לקלטים בגודל n.





כזכור, לכל x מ-  {0,1}n קיים מעגל שמחזיר 1 אם הקלט שווה ל-x ואחרת מחזיר 0 וגודלו הוא O(n) (הסבר: עלינו להפעיל שערי "וגם" על משתני הקלט או שלילותיהם לפי הביט המתאים ב-x; נבנה את שערי ה"וגם" איטרטיבית, כלומר בכל שלב נחשב "וגם" של הביט ה-i עם התוצאה עד כה).





נסתכל על המעגלים המתאימים לכל הקלטים באורך n אשר שייכים לשפה L (יש לכל היותר p(n) כאלו). המעגל הדרוש מחזיר "או" על פלטי המעגלים הללו (כמו מקודם נבנה אותו איטרטיבית).





לסיכום, קיבלנו מעגל בגודל O(np(n)) (כמובן פולינומיאלי) אשר מחזיר 1 עבור x אם ורק אם x בשפה L.
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