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תשובות לשאלות הפתוחות יש לתת בטופס זה בלבד.

מחברת הבחינה תשמש לטיוטה בלבד ולא תיבדק.

במבחן 4 שאלות. כל שאלה 25 נקודות.
בכל שאלה אפשר להסתמך על נכונות סעיפים קודמים, גם אם לא פתרת אותם.
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אי שוויון Markov:

אם X משתנה מקרי אי-שלילי אז:
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אי שוויון Chebyshev:

לכל משתנה מקרי מתקיים:
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אי שוויון Chernoff:

אם 
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(כלומר X הוא סכום של n משתנים מקריים בלתי תלויים, כל אחד בסיכוי p שווה 1 ובסיכוי     (1-p) שווה ל-0, וכן E[X] =np   )
אז:
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1. 
שני הסעיפים הבאים מתייחסים לבעיית הסוכן הנוסע עם אי-שוויון המשולש, על גרף מכוון ומלא (נקרא לבעיה  TSP):
קלט: 
גרף מכוון ומלא G = (V, E) (כלומר לכל u ≠ v יש קשת מ-u ל-v ומ-v ל-u).
משקל אי שלילי על כל קשת
[image: image5.wmf]:

WER

+

®

, המקיים את אי שוויון המשולש כלומר:
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שימו לב: בהחלט יתכנו זוג צמתים המקיימים 
[image: image7.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

,,

WxyWyx

¹

.

מטרה: 
למצוא מעגל המילטוני ב-G כך שסכום משקלי קשתות המעגל יהיה מינימלי.

א.

נגדיר גרסת אופטימיזציה H לבעיית מעגל המילטוני:
קלט: גרף לא מכוון G על הצמתים {1,2,…,n}.
מטרה: למצוא פרמוטציה П של  {1,…n}כך שמספר הקשתות 
במעגל П(1), П(2),…, П(n), П(1) הוא מקסימלי.
רוצים להראות שאם Gap-H[αn,n] היא NP-קשה (α קבוע קטן מ-1) 
אז קיים קבוע c>1 כך שלא ניתן לקרב בזמן פולינומילי את TSP אלא אם P=NP.




ב.
נציע את האלגוריתם הבא למציאת קרוב עבור בעיית TSP (כפי שהוגדרה בתחילת השאלה).
i. נאתחל את A להיות קבוצה ריקה

ii. כל זמן שבגרף G יש יותר מצומת אחד, נחזור על הפעולות הבאות:
a. נמצא כיסוי C במעגלים זרים מכוונים לצמתי הגרף, כך שסכום משקלי הקשתות בכיסוי יהיה מינימלי.

b. נוסיף את קשתות המעגלים ל-A.
c. נבחר צומת כלשהו מכל מעגל, ונמחק את שאר צמתי הגרף. כלומר G יכיל רק צומת אחד מכל מעגל, ואת הקשתות (המקוריות) ביניהם.
iii. נמצא מעגל אוילר על הקשתות ב-A.
iv. נקצר את מעגל האוילר למעגל המילטוני (תוך שימוש בקשתות המקוריות של הגרף). נחזיר את המעגל ההמלטוני הזה.
עובדה I: אפשר למצוא בזמן פולינומיאלי כיסוי במעגלים זרים מכוונים לצמתי גרף מכוון ממושקל, כך שסכום משקלי הקשתות בכיסוי מינימלי.

עובדה II: אם בגרף מכוון קשיר דרגת היציאה של כל צומת שווה לדרגת הכניסה שלו אז יש לו מעגל אוילר.



2.
א.

רוצים לפתור את הגרסה הבאה של בעיית s-t-Connectivity בגרף מכוון.
בעיית ההבטחה  (:

קלט: (G,s,t,d), G גרף מכוון עם n צמתים, s ו-t צמתים ב-G ו-d מספר טבעי.

· Πyes: יש מסלול ב-G מ-s ל-t שארכו לכל היותר d.
· Πno:  אין מסלול ב-G מ-s ל-t.
צ"ל: 
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ב.

הראו איך לחבר n   מספרים עם O(n) מעבדים בזמן מקבילי O(log(n)) במודל EREW PRAM.

ניתן להניח שפעולת חיבור שני מספרים היא פעולה אטומית.


ג.

הראו איך למיין n  מספרים שלמים שונים עם O(n2)  מעבדים בזמן O(log(n))  במודל CREW.


3.

נגדיר את בעיית ההבטחה (Promise problem) הבאה:

הבעיה Π:

קלט: (φ,ψ) זוג נוסחאות CNF .

· Πyes:   φספיקה ו- ψאינה ספיקה.
· Πno:    φאינה ספיקה ו- ψספיקה.
כלומר אלגוריתם שפותר את הבעיה צריך להחזיר:

 'כן' - אם φ ספיקה ו- ψאינה ספיקה.

'לא' – אם φ אינה ספיקה ו- ψספיקה.

אם שתי הנוסחאות ספיקות, או שתיהן אינן ספיקות, אז כל תשובה תחשב לנכונה.
א. 
הראו ש: П ( NP(coNP

ב. 
הראו שיש ל-SAT רדוקציה עצמית (כלומר יש מכונה פולינומיאלית עם אורקל לבעיית ההכרעה של SAT שפותרת את בעיית החיפוש של SAT ).


ג. 
הראו שיש מכונה פולינומיאלית עם אורקל לבעיה  ( שפותרת את בעיית החיפוש של SAT.

ד. 
הסיקו שאם  ( ( P אז P = NP.
4.

א.
נגדיר את הבעיה הבאה Eq:

קלט: (φ,ψ) זוג נוסחאות CNF מעל אותם משתנים x1,…,xn.
שאלה: האם הנוסחאות שקולות, כלומר האם לכל הצבה a1,..,an למשתנים, מתקיים:

φ(a1,..,an) = ψ(a1,..,an).

עבור איזו מחלקה הבעיה Eq היא שלמה? הוכיחו את תשובתכם.

Eq שלמה עבור המחלקה 




ב.
צ"ל: 

אם קיימת בעיה שהיא שלמה עבור PH, 

אז ההיררכיה הפולינומיאלית קורסת.
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הוכיחו שהאלגוריתם כולו רץ בזמן פולינומיאלי, ומבטיח יחס קרוב lg n:





הוכיחו שבכל הפעלה של שלב a  סכום משקלי הקשתות ב-C לא יותר גדול ממשקל הפתרון האופטימלי על הגרף המקורי (שימו לב: בכל הפעלה):





הוכיחו שהקבוצה A מקיימת תנאי מספיק המאפשר לבצע את שלב iii:





הוכיחו ששלב a  מבוצע לכל היותר lg n פעמים:





נכונות הרדוקציה וחישוב c (כפונקציה של α):





הוכחה שפלט הרדוקציה מקיים את אי שוויון המשולש:





הרדוקציה (תאור הבנייה בלבד):
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