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מספר מחברת:
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בחינה בסיבוכיות

ד"ר אמנון תא-שמע, עודד שוורץ, שי גוטנר ואסף שפירא
משך המבחן: שלוש שעות.
חומר סגור, ללא שימוש במחשבונים.
נא לכתוב מספר מחברת  ו-ת.ז. בראש כל עמוד.
תשובות לשאלות יש לתת בטופס זה בלבד.

מחברת הבחינה תשמש לטיוטה בלבד ולא תיבדק.

במבחן 4 שאלות. כל שאלה 25 נקודות.
בכל שאלה אפשר להסתמך על נכונות סעיפים קודמים, גם אם לא פתרת אותם.
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בהצלחה

1. 

א. הוכיחו שהבעיה הבאה ב-L.
קלט: גרף מכוון G עם n צמתים,דרגת יציאה של כל צומת היא לכל היותר 1.

שאלה: האם יש בגרף מעגל?
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ב.  טענה:
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קיימת רדוקציה פולינומית מ-A ל-B שמשמרת מספר עדים במדויק  
(כלומר רדוקציה חסכוניתParsimonious  - ).
הוכיחו שאם הטענה הנ"ל נכונה אז P=NP.
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2. 

ניזכר באלגוריתם הרנדומי של Karger למציאת חתך מינימלי 
(בגרף קשיר, לא מכוון לא ממושקל, בעל n צמתים, G ):


I. נגריל קשת של G (בהתפלגות אחידה על פני כל קשתות G).

II. נכווץ את הקשת (כלומר נאחד את שני צמתיה).

III. אם נותרו ב-G יותר משני צמתים, נחזור ל-I.


אחרת, נסיים. החתך שהאלגוריתם מחזיר מוגדר ע"י זוג הצמתים שנותרו 

(גודל החתך הוא מספר הקשתות המקבילות בין זוג הצמתים שנותרו).
א.   הוכיחו שכל חתך מינימלי מתקבל בסיכוי לפחות
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ב.
 הסיקו שבכל גרף G עם n צמתים מספר החתכים המינימלים הוא חסום מלמעלה O(n2).

[image: image7]

נרצה להשתמש בשיטה דומה על מנת לחסום את מספר החתכים שקרובים בגודלם לחתך המינימלי.
ג.   יהי C גודל חתך מינימלי, ו-S חתך בגודל
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 (k מספר טבעי).  
נפעיל את האלגוריתם של Karger עד שמספר הצמתים בגרף הוא 2k+1.  הוכיחו שהסיכוי של S לשרוד (כלומר אף קשת של S לא מכווצת) הוא לפחות 
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ד.  יהי H גרף עם 2k+1 צמתים. הראו שאם נגריל חתך ב-H (בהתפלגות אחידה על פני כל החתכים) 
אז כל חתך מתקבל בסיכוי 
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ה. הסיקו, בעזרת שני הסעיפים  הקודמים, שבכל גרף עם n צמתים, שבו החתך המינימלי בגודל C, מספר החתכים בגודל עד kC  הוא 
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3.

נגדיר את בעיית Steiner Tree:
קלט:  
גרף מלא לא מכוון G=(V,E)

משקל אי שלילי לכל קשת 
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חלוקה של V לשתי קבוצות: Required (בקיצור R) ו-Steiner (בקיצור S).
מטרה: למצוא עץ שמכיל את כל צמתי R, ותת קבוצה  כלשהי של S, כך שמשקל קשתות העץ 
הוא מינימלי.
לדוגמה, בגרף הבא הקבוצה R מכילה את הצמתים 2,4. 
הפתרון בדוגמה זו הוא העץ שמכיל את הקשת שבמשקל 2 ואת הקשת שבמשקל 5.
א.

הראו שבכל פתרון אופטימלי לבעיית Steiner Tree, אין שימוש בקשתות שמפירות את אי שיוויון המשולש. כלומר אם קיים בגרף מסלול מ-u ל-v שסכום משקלי הקשתות שלו קטן ממשקל הקשת (u,v) אז הקשת (u,v) לא שייכת לפתרון.

[image: image16]
ב.
הראו שבעיית Steiner Tree עם אי שיווין המשולש קשה לקרוב לפחות כמו בעיית Steiner Tree.
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4.
נרצה אלגוריתם קרוב פולינומי שמבטיח יחס קרוב 2 לבעיית Steiner Tree עם אי שיווין המשולש.

נציע את האלגוריתם הבא: 

I. מחק מהגרף את כל צמתי S.
II. מצא עץ פורש מינימלי על הגרף הנותר (כלומר עץ פורש לצמתי R).
נסמן ב-OPT את הפתרון האופטימלי לבעיית Steiner Tree עם אי שיווין המשולש, 
וב-MST את הפתרון שמוצא האלגוריתם הנ"ל. 
הראו ש-
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רמז: אם נכפיל את קשתות העץ OPT  אפשר יהיה להגדיר עליהן מעגל אוילר.
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ב.
צ"ל: אם 
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הוכחת נכונות הרדוקציה. הראו  Steiner Tree עם אי שיווין המשולש קשה לקרוב לפחות כמו בעיית Steiner Tree.





הוכיחו שפלט הרדוקציה מקיים אי-שיוויון המשולש








הרדוקציה





הוכחת יחס הקרוב של האלגוריתם:
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