Rappels sur les corps de nombres




Soit K un corps de nombres : K est une extension algébrique
finie de Q

K = Q(«) (théoréme de I'élément primitif)

P un polynéme minimal de «

n=[K:Q]=degP

aq,...qp les racines réels de P

Qry 41, Oy 41y - - - Qrytryy Oy 41, les paires de racines complexes
Onan=nr+2n.

On définit 0; : K < R par oj(a) =, i =1,...n

oj: K= Cpar gj(a) = apyj et Gj(a) = an4jj=1,...n.



L'anneau des entiers de K est |'anneau
Ok = {x € K est une racine d'un polyndme untaire a coefficients entiers]

Exemple: si K = Q(\H) oll d n'a pas de facteurs carrés, alors
Z[Vd]  sid=2,3mod 4

Oy =
K {Z[1+2\/3] sid =1 mod 4.




Deux idéaux /, J de Ok sont équivalents s'il existe a;, 5 € Ok non
nuls, tels que af = 8.

1. Tout idéal | de Ok est inversible: il existe & € Ok non nul et
un idéal J C Ok tels que IJ = aOk. L'ensemble des classes
d'idéaux forme un groupe Clk. Ce groupe est fini.

2. Tout idéal premier non nul de Ok est maximal.

3. Tout idéal | de Ok se décompose de maniére unique (a une
permutation prés) en produit des idéaux premiers.



On peut donc définir ord, (/) = max{n > 0|/ C p"} et
ordy(x) comme I'odre en p de I'idéal (x).

Pour p un premier, on a pOx = p$*...pS7 avec p;, i=1,...m
idéaux premiers distincts et ¢; > 1.

On dit alors que p; | p.

On a

n:[K:Q]:Ze,-f,;,, (1)
i=1

ot f, = [Ox /pi : Fyl.



Formules magiques 1

xp—2ax3—8bxp—+a?
4(x3+axp+Db)

>X2P:




Formules magiques 1

xp—2ax3—8bxp—+a?
4(x3+axp+Db)

> Les polynomes Po(T,X) = 4T (X3 4+ aXT? + bT3) et
Pi(T,X) = X*—2aX2T? —8bXT3+ a2T* n’ont pas de zéro
commun dans P:

>X2P:




Formules magiques 1

xp—2ax3—8bxp—+a?
4(x,?;+a)<p+b)

> Les polynomes Po(T,X) = 4T (X3 4+ aXT? + bT3) et
Pi(T,X) = X*—2aX2T? —8bXT3+ a2T* n’ont pas de zéro
commun dans P1: (3x2 + 4a)(x* — 2ax? — 8bx + a°) — (3x3 —
Sax — 27b)(x3 + ax + b) = 4a° + 27b°.

>X2P:




Formules magiques 1

xp—2ax3—8bxp—+a?
4(x3+axp+Db)

> Les polynomes Po(T,X) = 4T (X3 4+ aXT? + bT3) et
Pi(T,X) = X*—2aX2T? —8bXT3+ a2T* n’ont pas de zéro
commun dans P1: (3x2 + 4a)(x* — 2ax? — 8bx + a°) — (3x3 —
Bax — 27b)(x3 + ax + b) = 4a3 + 27b%.

» Conclusion: pour ® : P! — P!, & = (Py: Py), on a
®(1:xp) = (1:xp) et

>X2P:

h(2P) = h(1 : xop) = h(®(L, xp)) = 4h(P) + O(1).



Formules magiques 2

_ 2(xpt+xg)(at+xpxg)+4b
> XP+Q+XP Q — : (C;)(p XQ;Q :

_ (xpxq—a)’~ 4b(xpt+xq)

> Xp+QXp-Q =

(xp—xq)?




Formules magiques 2

2(xp+xq)(a+xpxg)+4b
> XpiQ T Xp—Q = bee )}iz,(angf‘g) .
_ (xpxg—a)®— 4b(Xp+XQ)
¥ XPHQXP-Q = (xp—x@)?

> Les polynémes homogénes
U2 —4TV,2U(aT + V) +4bT2 (aT — V)2 —4bTU n'ont
pas de zéro commun dans P2.




Formules magiques 2

>

>

>

2(xp+xq)(a+xpxq)+4b
Xpiq+ Xp_q = 2 X&l(ixﬁzm) '
—a)2—4b(xp+
XP+QXP-Q = vee (il—xo)(zxp <.

Les polynémes homogénes
U2 —4TV,2U(aT + V) +4bT2 (aT — V)2 —4bTU n'ont
pas de zéro commun dans P2.
Soit ®(T,U,V):P2 P2 (T:U:V)— (U2-4TV:
2U(aT + V) +4bT?: (aT — V)2 —4bTU) on a
h(®(x)) = 2h(x) + O(1).
Soient
¢ (E\0g)? — P?
(P, Q) — (1:xp+ xq,xpxqQ)
et u(P,Q)=(P+Q,P— Q).



Formules magiques 2

>

>

>

2(xp+xq)(a+xpxq)+4b
Xp+Q T+ Xp—@ = bee )}(iz,(ingf Q)t4b
—a)2—4b(xp+
XP+QXP-Q = vee (il—xo)(zxp <.

Les polynémes homogénes
U2 —4TV,2U(aT + V) +4bT2 (aT — V)2 —4bTU n'ont
pas de zéro commun dans P2.
Soit (T, U,V):P? P2 (T:U:V)— (U>—-4TV:
2U(aT + V) +4bT?: (aT — V)2 —4bTU) on a
h(®(x)) = 2h(x) + O(1).
Soient
¢ (E\0g)? — P?
(P, Q) — (1: xp+ xq, xpxq)
etM(P7Q):(P+Q7P_Q) Ona a|0r5¢0/j,:¢'o¢_



Formules magiques 2

2(XP+XQ)(2+XPXQ)+4b
(xp—xq)? ’

(xpxgQ—a)?—4b(xp+xq)

(xp—xq)?

> XprQ +Xp—@ =

XP+QXP-Q =

» O(T,U,V)=(U?>—-4TV :2U(aT + V) + 4bT2:
(aT — V)2 —4bTU), ¥(P, Q) = (1 : xp + xq, xpxq) et
w(P,Q)=(P+Q,P—Q), avec o= P o.




Formules magiques 2

2(XP+XQ)(2+XPXQ)+4b
(xp—xq)? ’

_ (xpxg—a)?2—4b(xp+xq)
XP+QXP-Q = = (xP—XQ)2P ¢

» O(T,U,V)=(U?>—-4TV :2U(aT + V) + 4bT2:
(aT — V)2 —4bTU), ¥(P, Q) = (1 : xp + xq, xpxq) et
M(RQLZ (P+Q,P—Q), avec popu=do.

> «, 5 € Q. Alors

> XprQ +Xp—@ =

1/2H(@)H(B) < H(L: a+ 8 : af) < 2H(a)H(B).




Formules magiques 2

_ 2(XP+XQ)(2+XPXQ)+4b
A e LI

_ (xpxg—a)?—4b(xp+x )
XP+QXP-Q = = (xp— XQ)2P ¢

» O(T,U,V)=(U?>—-4TV :2U(aT + V) + 4bT2:
(aT — V)2 —4bTU), ¥(P, Q) = (1 : xp + xq, xpxq) et
M(RQLZ (P+Q,P—Q), avec popu=do.

> «, 5 € Q. Alors

1/2H(@)H(B) < H(L: a+ 8 : af) < 2H(a)H(B).

> D'ou h(4(P, Q)) = h(xp) + h(xq) + O(1) et

h(P+Q)+h(P Q) = h(l Xp+Q+tXP_Q : XP+QXP— Q)+O(1)
= h(opu(P,Q)) +O(1) = h(® o y(P,Q)) + O(1) =
=2h(¢(P, Q)) + O(1) = 2h(P) 4+ 2h(Q) + O(1).



