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1. (a)

2. Soit E une courbe elliptique y? = z

(a)

(b)

Soit C' C PZ une conique lisse. Montrer que 'ensemble des droites tan-
gentes a C' forme une conique dans I'espace projectif des droites de PZ.

On peut supposer C est donnée par 'équation XY — Z? = 0. Soit L :
aX + bY + c¢Z = 0 une droite tangente a C. La droite z = 0 n’est pas
tangente a C'. On a donc soit a # 0, soit b # 0. St a # 0, la droite L est
tangente a C' si et seulement si le discriminant de —§Y2 —YZ - Z? est
nul, i.e. > —4ab = 0. On obtient la méme équation pour b # 0 et on déduit
que l'ensemble des droites tangentes a C' forme une conique ¢ — 4ab = 0
dans ’espace projectif des droites de P% avec les coordonnées homogénes

la :b:c|]. (on peut faire le meme argument sans écrire l’équation de C
sous la forme XY — Z? =0)

Soient C' et C' deux coniques distinctes dans P%. Peut-on avoir cinq
droites tangentes et a C', et & C'?

Soit D (resp. D') une conique dans l’espace projectif des droites de P2,
correspondante auz droites tangentes a C (resp. a C".) Les droites tan-
gentes et a C, et a C' correspondent aux points d’intersection de ces deux
coniques, d’apres le théoreme de Bézout, il y a 4 tels points, comptés avec
mutiplicités. On ne peut donc pas avoir cing droites tangentes et a C, et

aC’.

3 — z définie sur un corps fini F7;.

Déterminer le cardinal #E(Fr7;).

#E(Fr) = 72 d’aprés un résultat de cours (section 3.2.2), car 71 = 3
(mod 4).

Montrer que E(Fr;)[3] € E(Fr).
En utilisant 'accouplement de Weil, si E(F7,)[3] C E(F71), on a us C Fpy
ce qui n’est pas le cas car 71 = 2 mod 3.

En déduire la structure de groupe de E (c’est-a-dire, exprimer FE(F7;)
comme produit des groupes cycliques a préciser).

E(Fn) = Z/2 x ZJA X ]9 car c’est le seul groupe d’ordre T2 qui ne
contient pas (Z/3)*(ce que l'on doit avoir d’apres la question précédente
car E(F71)[3] ~ (Z/3)?) et dont le groupe de 2-torsion est au plus (Z/2)?.

3. Soit E une courbe elliptique supersinguliére définie sur un corps fini F, ot p
est un nombre premier p > 5.



(a) Pour n > 1 montrer que E(F,») = p"+ 1 si n est impair et que E(Fy») =
(p? — (=1)7)%
Comme E est une courbe elliptique supersinguliére surlF,, on a #E(F,) =
p+ 1, donc ag = 0 et les racines o, du polynome caractéristique
2* — q de E sont £,/q. On en déduit a formule en utilisant E(Fyn) =
pn +1—a"— Bn.

(b) Supposons ¢ un premier tel que E(F,) contient un point d’ordre ¢. Mon-

trer que (? | #E(F,2). Déduire qu’on a soit E[¢] C E(F,2), soit E(F,z)
contient un point d’ordre ¢2.
Comme E(F,) contient un point d’ordre £, on a llp+ 1. Or #E(F,2)
(p+1)? d’apres la question précédente, on obtient (% | #E(F,z2). Si E(F
ne contient un point d’ordre (* et E[(] ¢ E(F,2), on a que #E(F,2)
ZJl x A ou A n'a pas de L-torsion, contradiction avec (* | #E(F,z).
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4. Soit f € Q(t) une fraction rationnelle non constante : on lécrit f = P/Q,
ou P,QQ € Q[t] sont des polynomes premiers entre eux et on pose d =
max(deg P, deg Q). Monrer que l'on a

hmh(m)—mo = d7

ou la limite est sur € Q avec h(x) — oo.

Soit @ : P! — P [1: 2] — [Q(z) : P(x)], cette application est bien définie.
Comme P,Q) n’ont pas de racines communes, d’aprés un résultat de cours
h(f(z)) = h(P(z)) = dh(z) + O(1), d’ou le résultat en divisant par h(x) et
en passant a la limaite.

5. (a) Soit E une courbe elliptique définie sur un corps k par I'équation usuelley? =
2% 4 ax + b. Déterminer les z-coordonnées des points d’ordre exact 3 de
E.
Ona3P =0« 2P = —P < 32 +6az? +12bx —a® = 0, apres les simpli-
fications, en appliquant la formule pour 2P. Ainsi les x-coordonnées des

points d’ordre exact 3 sont des racines du polynome 3z*+6ax®+12bx —a?.

(b) Soit E, une courbe elliptique définie sur Q par 1'équation 3> = z° + n.
Montrer que E(Q) contient un point d’ordre exact 3 si et seulement si n
est un carré dans Z et, dans ce cas, derminer E(Q)[3].
Par la question précédente, on obtient x = 0,y> = n ou 23 = —4n,y* =
—3n. Dans le deuxiéme cas on n’a pas de solutions entieres. Dans le

premier cas n = m? et on trove E(Q)[3] = {Og, (0,m), (0, —m)}.
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6. Soit E une courbe elliptique définie sur K = Q par 1’équation

2 _ .3 2
y =T —px,

ol p est un nombre premier. On pose a; = 0, g = p, 3 = —p.

(a)

Soit S 'ensemble fini de nombres premiers qui divisent Ag. Déterminer
s/ ORs-
S = {q premier ,ql4p°}, d'ot Ok /O s = {£1,£2, £p, +2p}.

Soit ¢ : E(Q)/2E(Q) — (0% s/O2s)? le plongement défini comme dans
le cours :

TP = P%B:(Q/i,O),OE
¢i(P) = (i —ai1)(ai — i), P=P

Determiner I'image par ¢ des points de 2-torsion.

¢(OE) = (1’171)7 ¢(p1) = (-L—p,p), ¢(P2) = (p,2,2p), ¢(P3) =
<_p> _2p72>'

Montrer que pour tout P € E(Q) il existe un point de 2-torsion @ tel
que ¢(P — Q) = (dy, ds, d3) ou chaque d; divise 2 (i.e. d; = +1,£2).

Si ¢(Q) = (p™dy, p"2ds, p"r1"2d3) ot ou chaque d; divise 2 et r; =0 ou 1
et on voit 1 + ro modulo 2, alors P = (roPy + 11 Ps) convient.

Si p = 3 (mod 8) montrer que le rang de F(Q) est zéro.

i. Montrer que (—1, —1, 1) n’est pas dans I'm ¢.

ii. Montrer que si d; = £1 et 2|dy, alors (dy, ds, d3) n’est pas dans I'm ¢.
iii. Conclure.

D’apres la question précedente il suffit de montrer que pour tout (dy, ds, d3)
ou chaque d; divise 2 et d3 = dydy modulo les carrés, le systéme déquations
(1) dyu® — pv? = dyt?

(2) diu? + pv* = dzw?

n’a pas de solutions entiéres u,v,t,w avec u,v premiers entre euzr. De la
premiere équation dy < 0 = dy < 0, et de la deuzxieme dy > 0 = dz > 0.
On a donc les cas suivants pour (dy, ds,ds) a considérer :

(1,1,1),(1,2,2),(2,2,1),(2,1,2),(-1,-2,2), (=1, -1, —-1), (=2, —1,2), (-2,

Puisque limage de ¢ est une puissance de 2, il suffit de montrer qu’au

plus 3 de ces cas sont possibles.

i. (=1,—1,1) n'est pas possible : (2) = 3v? = u? + t* mod 8. Si 2 ne
divise pas v on a 3 est une somme de carrés (1,0 ou 4) mod 8, ce
qui m’est pas possible. Si 2|v, u* = 1 mod 8 et 3v* = 0 ou 4 donc
3v? = u? + 12 n’est pas possible.
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it. Montrons que dy = +1 et 2|dy n’est pas possible :
— si2|v, on a (1) = 2|u contradiction.
— i 2 ne divise pas v, on a mod 8 : diu?® — pv?, dyu® + pv? = (4,2)
ou (—2,4), en examinant les possibilités pour un carré mod 8 (1,0
ou 4). Mais 4 n’est pas £2 fois un carré, contradiction.
Cela élimine (1,2,2),(1,-2,-2),(—1,—-2,2).
On a donc éliminé 4 éléments. Comme I'm ¢ est un sous-groupe et (2,2, 1)-
(—2,-2,1) = (—1,—1,1), au plus un des éléments (2,2,1) et (—2,—-2,1)
peut étre dans I'image de ¢. On en déduit que #Im¢ < 3, donc F est de
rang 0.

7. Soient A; et Ay deux réseaux dans C. Soient E; = C/A;, i = 1,2 les courbes
elliptiques correspondantes.

(a) Montrer que si L est un Z-module tel qu’on a des inclusions A; C L C A,

de Z-modules, alors L est un réseau.

Puisque L est un sous-module du module Ay libre de rang 2, on a que L
est lui-méme est libre de rang au plus 2. Comme L contient Ay, on a que
L est de rang 2. Ecrivons Ay = Zwy + Zws et L = Zf, + Zf,. Il reste a
montrer que fi/fo ¢ R. Puisque Ay C L, ils existent a,b,c,d € Z tels que
wy = af; + bfs et wy = cf; + dfy. On a donc

wl_a%—‘—b
Wa c%—i—d'
2

Si % € R, on déduit Zj—; € R, contradiction. On a donc que L est un
Tésequ.

Soit C' C FE; un sous-groupe fini. Montrer qu’il existe un réseau Az tel
que A; C A3 et que le morphisme naturel ¢ : C/A; — C/A3 est de noyau
isomorphe a C.

On peut écrire C' = L/Ay ou L C C est un sous-groupe contenant C.
Soit N l'ordre de C. On a donc NL C Ay, i.e. Ay C L C %Al. D’apres
l’exercice précédent, L est un réseau et A3 = L convient.

Supposons qu'il existe a € C tel que aA; C Ay. Soit C/A; — C/As,
z — az. Soit p;(z) la fonction de Weierstrass pour F;. Montrer qu'ils
existent des fonctions rationnelles r(z) et t(x) telles que

p2(az) = r1(p1(2)), paaz) = pi(2)t(p1(2)).

Comme aly C Ay, la fonction py(az) est Ai-périodique : si z € C et
w € Ay, on a aw € Ny et donc pa(a(z + w)) = pa(az + aw) = pa(az).
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Puisque py est une fonction paire, z — po(az) est Aj-périodique, d’apres
un résultat du cours, c’est une fonction rationnelle en py : il existe une

fonction rationnelle r(z) telle que ps(az) = r1(p1(2)). En dérivant, on
obtient la deuxieme formule.



