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1. (a) Soit C ⊂ P2
C une conique lisse. Montrer que l’ensemble des droites tan-

gentes à C forme une conique dans l’espace projectif des droites de P2
C.

(b) Soient C et C ′ deux coniques distinctes dans P2
C. Peut-on avoir cinq

droites tangentes et à C, et à C ′ ?

2. Soit E une courbe elliptique y2 = x3 − x définie sur un corps fini F71.
(a) Déterminer le cardinal #E(F71).
(b) Montrer que E(F̄71)[3] * E(F71).
(c) En déduire la structure de groupe de E (c’est-à-dire, exprimer E(F71)

comme produit des groupes cycliques à préciser).

3. Soit E une courbe elliptique supersingulière définie sur un corps fini Fp où p
est un nombre premier p ≥ 5.
(a) Pour n ≥ 1 montrer que #E(Fpn) = pn + 1 si n est impair et que

#E(Fpn) = (p
n
2 − (−1)

n
2 )2 si n est pair.

(b) Supposons que ` est un premier tel que E(Fp) contient un point d’ordre
`. Montrer que `2 |#E(Fp2). Déduire qu’on a soit E[`] ⊂ E(Fp2), soit
E(Fp2) contient un point d’ordre `2.

4. Soit f ∈ Q(t) une fraction rationnelle non constante : on l’écrit f = P/Q,
où P,Q ∈ Q[t] sont des polynômes premiers entre eux et on pose d =
max(deg P, deg Q). Monrer que l’on a

limh(x)→∞
h(f(x))

h(x)
= d,

où la limite est sur x ∈ Q avec h(x)→∞.

5. (a) Soit E une courbe elliptique définie sur un corps k par l’équation usuelle
y2 = x3 + ax+ b. Déterminer les x-coordonnées des points d’ordre exact
3 de E.

(b) Soit En une courbe elliptique définie sur Q par l’équation y2 = x3 + n.
Montrer que E(Q) contient un point d’ordre exact 3 si et seulement si n
est un carré dans Z et, dans ce cas, derminer E(Q)[3].

1



6. Soit E une courbe elliptique définie sur K = Q par l’équation

y2 = x3 − p2x,

où p est un nombre premier. On pose α1 = 0, α2 = p, α3 = −p.
(a) Soit S l’ensemble fini de nombres premiers qui divisent ∆E. Déterminer
O∗K,S/O∗2K,S.

(b) Soit φ : E(Q)/2E(Q)→ (O∗K,S/O∗2K,S)3 le plongement défini comme dans
le cours :

φi(P ) =


xP − αi P 6= Pi = (αi, 0), 0E

(αi − αi−1)(αi − αi+1), P = Pi

1 P = 0E,

i = 1, 2, 3 et φ = (φ1, φ2, φ3). Determiner l’image par φ des points de
2-torsion de E.

(c) Montrer que pour tout P ∈ E(Q) il existe un point de 2-torsion Q tel
que φ(P −Q) = (d1, d2, d3) ou chaque di divise 2 (i.e. di = ±1,±2).

(d) Si p ≡ 3 (mod 8) montrer que le rang de E(Q) est zéro.
i. Montrer que (−1,−1, 1) n’est pas dans Imφ.
ii. Montrer que si d1 = ±1 et 2|d2, alors (d1, d2, d3) n’est pas dans Imφ.
iii. Conclure.

7. Soient Λ1 et Λ2 deux réseaux dans C. Soient Ei = C/Λi, i = 1, 2 les courbes
elliptiques correspondantes.
(a) Montrer que si L est un Z-module tel qu’on a des inclusions Λ1 ⊆ L ⊆ Λ2

de Z-modules, alors L est un réseau.
(b) Soit C ⊂ E1 un sous-groupe fini. Montrer qu’il existe un réseau Λ3 tel

que Λ1 ⊆ Λ3 et que le morphisme naturel φ : C/Λ1 → C/Λ3 est de noyau
isomorphe à C.

(c) Supposons qu’il existe α ∈ C tel que αΛ1 ⊂ Λ2. Soit C/Λ1 → C/Λ2,
z 7→ αz. Soit ρi(z) la fonction de Weierstrass pour Ei. Montrer qu’ils
existent des fractions rationnelles r(x) et t(x) telles que

ρ2(αz) = r1(ρ1(z)), ρ′2(αz) = ρ′1(z)t(ρ1(z)).
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