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1. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps fini F, ot ¢ est une puissance
d’un nombre premier p > 5. Peut-on avoir :

(a) E(F,) =0;

(b) E(F,) = (Z/2);
(c) E(F,) =(Z/2);
(d) E(F,) =2/(¢+1);
(e) E(Fy) =Z/3q;

(f) #E(F,) = q et #E(Fp2) =¢*?

Pour chaque réponse ’oui’ donner un exemple (de corps F, et d’une courbe
E sur F,). Pour chaque réponse 'non’, expliquer pourquoi.

2. Soit E une courbe elliptique définie sur Q par I’équation
yQ = +r+ 1

(a) Vérifier que P = (0,1) est sur E et calculer 2P.

(b) Montrer que P n’est pas un point de torsion. En déduire que iL(P) >0
et que E(Q) est infini.

3. Soit £ une courbe elliptique définie sur un corps fini [F, oil ¢ est une puissance
d’un nombre premier p > 5. Soit ¢ un nombre premier tel que ¢|q — 1.

(a) Soit Q € E(F,). Montrer qu'il existe R € E(F,) tel que (R = Q.

(b) Soit P € E(F,)[(]. Soit ¢, : E(F,) — E(F,) le morphisme de Frobenius.

Montrer que R — ¢(R) € E(F,)[{].

(c) Soit R' € E(F,) tel que (R = @ et soit T'= R — R'. Montrer que {T' =0
et que e/(P,T) € F,.

(d) En déduire que e,(P,T) = e,(P, ¢(T')) et que eo(P, R—p(R)) = e,(P, R’ —
O(R)).

(e) Montrer que e,(P,R — ¢(R)) ne depend que de la classe de @) dans
E(F,)/tE(F,). En déduire qu’on a une application bien définie

ro: B(F,)[( x B(F,)/CE(F,), (P,Q) — c(P, R — (R)).

(f) Montrer que 7, est une application bilinéaire.



(g) Supposons que E(F,) admet un point P d’ordre exact £, mais que £* ne
divise pas #E(F,). Supposons 7,(P, P) = 1. En admettant que 7, est
un accouplement non dégénéré, montrer qu'il existe P € E(F,) tel que
P =(P;. En déduire que 7(P, P) = 1 est une racine primitive ¢-iéme de
I'unité.

(h) Sous les hypothéses de la question précédente montrer que I'on peut ré-
duire le probléme de logarithme discret pour E(FF,) au probléme de loga-
rithme discret dans .

4. Soit E une courbe elliptique définie sur K = Q par 1’équation
y* = z(z — 2)(z — 10).

On pose a1 = 0, a9 = 2, a3 = 10.
(a) Déterminer F(Q)[2].

(b) Soit S 'ensemble fini de nombres premiers qui divisent Ag = [(a; —
az)(ay — az)(ay — ag)]?. Déterminer O /O 5.

(c) Soit ¢ : E(Q)/2E(Q) — (OF.5/Os)* le plongement défini comme dans

le cours :
Tp — qy P # P, = (c;,0),0g
¢i(P) = ¢ (qi — ai1)(ai — aiyr), P =P

Determiner I'image par ¢ des points de 2-torsion.

(d) Montrer que #Ime¢ < 32.

(e) Montrer que (1,—1,—1) € Im¢. En déduire que (1, —-3) € E(Q).

(f) Montrer que (5,2,10) € Im¢

(g) Montrer que si 43 Z 0(mod 5) et 75 = 0(mod 5), alors (y1, 72, 7172) €
Imo.

(h) Montrer que si (71,72, 7172) € Imao, alors (571, 292, 107172) € Imao.

(i) En déduire que #Im¢ < 16.

(j) Montrer que (1,2,2) & Imao.

(k) En déduire la valeur du rang de E(Q).



