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Una breve introduccion a la adquisicion comprimida

por

Carlos Fernandez-Granda

RESUMEN. La teoria de la adquisicién comprimida supuso una revolucién
en el procesamiento de sefiales, demostrando que las medidas aleatorias y la
optimizacién convexa permiten adquirir y reconstruir sefiales compresibles de
manera eficiente. En este articulo describimos algunos de los resultados funda-
mentales de esta teoria y los demostramos rigurosamente.

En el procesamiento de seniales hay dos problemas fundamentales: (1) cémo mues-
trear las sefiales de manera que se preserve la informacién de interés; (2) cémo
comprimir esta informacién para almacenarla eficientemente. El paradigma tradi-
cional consiste en resolver estos dos problemas por separado. El objetivo que motiva
la adquisicién comprimida (compressed sensing o compressive sensing en inglés!)
es combinar estos dos problemas: si una senal es compresible, deberiamos poder
muestrearla mas eficientemente. Hace unos quince anos, Emmanuel Candes, David
Donoho, Justin Romberg y Terence Tao demostraron que esto es posible en una
serie de articulos de enorme impacto que revolucionaron el procesamiento de sefales
moderno [8, 9, 10, 11, 13]. Nuestro objetivo aqui es describir los principios basicos de
la adquisicién comprimida de una manera sencilla pero matematicamente rigurosa.
Para mas informacién referimos al lector a los numerosos tutoriales existentes en
la literatura (por ejemplo, [12]). Este articulo, escrito con ocasién de los Premios
Princesa de Asturias,? estd dedicado a Emmanuel Candes, mi director de tesis, a
quien estoy enormemente agradecido por su apoyo todos estos anos.

1. LoOS DOS PILARES DE LA ADQUISICION COMPRIMIDA

Nuestro objetivo es estudiar la adquisicién de seniales compresibles, que se pue-
den representar con un nimero reducido de parametros. En la teoria basica de la
adquisicién comprimida modelamos las senales de interés como vectores dispersos
(sparse en inglés) en R?, que sélo tienen s entradas no nulas (s < d). Dichas se-
nales dependen tan solo de 2s parametros: la posicién de las entradas no nulas, y

1En espaiiol otros autores la llaman percepcién comprimida.

2Como se recoge en el articulo Huellas del Andlisis de Fourier en el Premio Princesa de Asturias
de Investigacion Cientifica y Técnica 2020, de Luz Roncal, que aparece en este mismo nimero de LA
GACETA, la adquisicién comprimida es una de las técnicas matematicas que el jurado ha destacado
en su motivaciéon de la concesién de dicho premio a Emmanuel Candés, Ingrid Daubechies, Yves
Meyer y Terence Tao.
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sus valores. Las senales son muestreadas de manera lineal; modelamos las muestras
correspondientes a un vector z* € R? como y := Az*, donde A es una matriz de
dimensiones m X d y m es el niimero de muestras. En este articulo consideramos dos
preguntas fundamentales:

= ;Es posible disefiar una matriz A que permita reconstruir cualquier vector con
s entradas no nulas a partir de un nimero de muestras m proporcional a s?

= ; Es posible realizar la reconstruccion de manera eficiente?

Una condicién necesaria para que la reconstruccién sea posible es que ninguna
de nuestras sefiales de interés esté en el ntcleo de la matriz A. De hecho, para asegu-
rarnos de que la reconstruccién sea robusta necesitamos que las medidas preserven
la energia de cualquier sefial dispersa. Esto motiva la definicién de la propiedad de
isometria restringida.

DEFINICION 1.1. Una matriz A de dimensiones m x d, con m < d, satisface la pro-
piedad de isometria restringida con constante € si, para todo vector x de dimensién
d con s entradas no nulas, se cumple

(1 =& llzlly < [|Az]ly < (L +e) [l

Como su nombre indica, una matriz con esta propiedad representa una aplicacién
que es aproximadamente isométrica si restringimos su accién al conjunto de vectores
dispersos. Uno de los descubrimientos clave de la adquisicion comprimida es que las
matrices con entradas aleatorias satisfacen la propiedad de isometria restringida con
alta probabilidad. Aqui consideramos un modelo canénico en la literatura, matrices
con entradas gaussianas, pero se han obtenido resultados tedricos similares para
otros modelos, como las matrices de Fourier aleatorias [11, 14].

TEOREMA 1.2 (Propiedad de isometria restringida para matrices gaussianas). Sea
A € R™*4 una matriz con entradas independientes e idénticamente distribuidas que
stguen una distribucion normal estdndar. La matriz \/%A satisface la propiedad de

isometria restringida para una constante € con probabilidad 1 — % st el numero de
filas m cumple
018 d
m>—Ilog|( -], 1
=2 98 ( s) (1)

donde C1,Co > 0 son dos constantes.

Ignorando factores logaritmicos, el teorema establece que la matriz aleatoria es
una isometria restringida si el nimero de medidas es proporcional a s, el niimero de
entradas no nulas, y no depende directamente de la dimensién ambiente d.

El teorema 1.2 implica que la reconstrucciéon de un vector disperso a partir de
medidas aleatorias es posible, porque no puede haber otro vector disperso que corres-
ponda a los mismos datos. Sin embargo, esto no quiere decir que la reconstrucciéon
sea computacionalmente eficiente. Otro descubrimiento clave en la adquisicién com-
primida es que la minimizacién en norma ¢; produce una reconstruccion exacta. Este
problema de optimizacién es convexo y puede resolverse de manera eficiente.
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TEOREMA 1.3 (Reconstruccién exacta por minimizacién en norma ¢;). Sean A €
R™* yna matriz con entradas independientes e idénticamente distribuidas que si-
guen una distribucion normal estindar, y v* € R? un vector con s entradas no
nulas. Sty := Ax*, la probabilidad de que x* sea la unica solucion al problema de
minimaizacion en norma £1

min ||z||, sujeto a  Ax =y
z€R4

es al menos 1 — é siempre que el niumero de medidas satisfaga
m > Cslogd,

donde C > 0 es una constante.

El teorema 1.3 es esencialmente 6ptimo. Si conociésemos de antemano la posicién
de las s entradas no nulas del vector disperso necesitariamos al menos s medidas
para realizar la reconstruccién (invirtiendo la correspondiente submatriz de A). Sor-
prendentemente, la minimizaciéon en norma £, consigue reconstruir la sefial a partir
de un niimero de medidas que es proporcional a s, y no tiene dependencia directa
con la dimensién ambiente d (ignorando factores logaritmicos).

El resto de este articulo contiene las demostraciones de los teoremas 1.2 (sec-
ci6n 2) y 1.3 (seccién 4). En ellas introducimos algunas de las principales técnicas
matematicas desarrolladas en la teoria de la adquisicién comprimida.

2. DEMOSTRACION DE LA PROPIEDAD DE ISOMETRIA RESTRINGIDA
(TEOREMA 1.2)

La propiedad de isometria restringida se puede expresar en términos de los valores
singulares de ciertas submatrices de A. Si fijamos el conjunto S C {1,...,d} de las
s entradas no nulas del vector disperso, el mayor (o1) y menor (o) valor singular
de la submatriz As formada por las columnas correspondientes a los elementos de
S satisfacen

0. < |Aszs, = |Axll, < o,

para cualquier vector = cuyas entradas no nulas pertenezcan a S (rs € R® contiene
las entradas no nulas de x). Para demostrar el teorema 1.2 seguimos la estrategia
propuesta en [1]: primero acotamos los valores singulares de una submatriz arbitraria
pero fija, y luego extendemos las cotas a todas las posibles submatrices usando la
desigualdad de Boole.3

Necesitamos controlar los valores singulares de matrices de dimensiones m X s
con entradas iid* gaussianas estdndar. Numéricamente se observa que, si fijamos
s y aumentamos m, los s valores singulares convergen a /m. Esto implica que

3Es la desigualdad que nos dice que para una familia finita o numerable de sucesos A1, Az, Az, . ..

se cumple P (Un A") < Zn P (An).
4 A partir de ahora utilizaremos iid para abreviar «independientes e idénticamente distribuidasy.
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Figura 1: Valores singulares de matrices de dimensiones m X s con entradas iid
gaussianas estandar para diferentes valores de m y s.

la matriz es aproximadamente igual a /mUV7, donde U y V son dos matrices
ortogonales. Por consiguiente A tiende a ser aproximadamente ortogonal (una vez
la multiplicamos por 1/y/m). Geométricamente, si generamos un ntmero fijo de
vectores gaussianos estandar en espacios de dimension cada vez mayor, los vectores
tenderan a ser casi ortogonales con alta probabilidad. El siguiente teorema establece
cotas no asintéticas sobre los valores singulares usando un argumento basado en los
nimeros de recubrimiento propuesto en [1] (recomendamos al lector interesado en
este tipo de técnicas el excelente libro [15]). La seccién 3 contiene la demostracién
del siguiente resultado.

TEOREMA 2.1 (Valores singulares de una matriz gaussiana). Sea M una matriz mxs
con entradas tid gaussianas estdndar y m > s. Para cualquier constante € > 0 fija,
los valores singulares de M satisfacen

vVm(l—¢g)<os<o; <vVm(l+e)

con probabilidad al menos 1 — 2 (%)‘S exp (— ";;2 )

Para cualquier submatriz As de A con s columnas, el teorema implica que el
mayor (o1) y menor (o) valor singular de Ags satisfacen

vm(l—¢)<os<o;<vVm(l+e).

Por tanto, para cualquier vector x cuyas entradas no nulas estan restringidas a S,

1
VI—e|zfl, < NG [Az]ly < V1+ellz]l,, (2)

pero esto no es suficiente para demostrar el teorema 1.2. Necesitamos establecer
las desigualdades para cualquier conjunto de s entradas, es decir, para todas las
combinaciones posibles de s columnas seleccionadas de entre las d columnas de A.
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Para ello aplicamos la desigualdad de Boole, usando la siguiente cota sobre el nimero

de combinaciones: )
()=(5)
<(=) .

s S

Concluimos que todas las posibles submatrices satisfacen (2) para cualquier vector
con s entradas no nulas con probabilidad, al menos,

d\° [12\° 2
1-2(< — | exp _me
s € 32
d 12 2 C
=1—exp <log2+s+slog () + slog () — mg) <1-2
s €
para una cierta constante Cy > 0, siempre que m satisfaga (1).

3. VALORES SINGULARES DE MATRICES GAUSSIANAS (TEOREMA 2.1)

Para establecer las cotas sobre los valores singulares de la matriz M, tenemos
que demostrar que, para todo vector v con norma ¢y igual a uno,

Vm (1 —e) <|[Mull, < vVm(1+e).

Empecemos controlando |[Muv||, para un vector v fijo, usando la siguiente cota de
Chernoff. Incluimos la demostracién, aunque es bastante estandar, en el apartado 3.3.

TEOREMA 3.1 (Cota de Chernoff sobre la norma ¢, de un vector gaussiano). Sea x
un vector aleatorio iid gaussiano estdndar de dimension m. Para todo € € (0,1),

me?

P(m(l—a) < |x|)? <m(1—|—5)) >1-2exp <_8).

Para un vector v € R? fijo, \/—%Mv es un vector iid gaussiano estandar (el resul-

tado de combinar linealmente vectores gaussianos es también gaussiano), lo cual nos
permite acotar |[Mu||,.

COROLARIO 3.2. Sea M una matriz m X s con entradas iid gaussianas estandar,
m > s. Para cualquier vector v € R® con norma {5 igual a uno y cualquier € € (0,1),

\/1—€<’ <Vl+e

2

1
—Mv
=
con probabilidad al menos 1 — 2 exp (—m62/8).

El corolario no es suficiente para nuestros objetivos porque las cotas sélo se
cumplen con la probabilidad indicada para un vector v fijo (aunque arbitrario), no
para todos los vectores de la esfera S~ := {v | |[v], =1} a la vez Una posible
estrategia para usar el resultado es combinarlo con la desigualdad de Boole para
extender las cotas a toda la esfera. jEl problema es que la esfera es un conjunto de

cardinalidad infinita, con lo cual la desigualdad de Boole es vacua! Por suerte, una
sutil modificaciéon permite sortear este obstaculo.
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= Primero, establecemos las cotas en un subconjunto finito de la esfera S°—1,
llamado e-red (e-net en inglés). La e-red cubre S*~1; todos los elementos de
S*~! estan a una distancia ¢ de algin elemento de la e-red.

= Segundo, demostramos que las cotas pueden extenderse a todo punto que esté
suficientemente cerca de un elemento de la e-red.

El resto de la secciéon implementa esta estrategia.

3.1. COTAS EN LA &-RED

Empezamos definiendo e-red formalmente.

DEFINICION 3.3. Un subconjunto AV, C X es una e-red de un conjunto X C R si
para todo x € X existe al menos un vector y € V. que estd a menos de ¢ de z,

[z =ylly <e.

El menor nimero posible de puntos en una e-red de un conjunto se llama su
numero de recubrimiento.

DEFINICION 3.4. El nimero de recubrimiento N (X, ) de un conjunto X a escala €
es la cardinalidad minima de las e-redes de X', o, equivalentemente, el menor niimero
de bolas de radio £ que necesitamos para cubrir X.

El siguiente teorema acota el nimero de recubrimiento de la esfera.

TEOREMA 3.5 (Numero de recubrimiento de la esfera). El nimero de recubrimiento
de la esfera s-dimensional S*~' a escala € satisface

o= () =2

DEMOSTRACION. Construimos una e-red Ny C S*~! recursivamente. Inicializamos
N como el conjunto vacio. Después elegimos un punto z € S*~1 tal que ||z — ylly >
¢ para cualquier y € A, y afiadimos z a A.. Repetimos este proceso hasta que
no quedan puntos en S*~! que estén a una distancia mayor que € de todos los
puntos de N.. Este proceso termina necesariamente después de un nimero finito de
repeticiones porque la esfera es un conjunto compacto (si no, habriamos generado
una secuencia infinita sin subsecuencias convergentes).

Consideremos ahora las bolas de radio £/2 centradas en cada elemento de N..
Estas bolas no se solapan, ya que sus centros estan separados por una distancia de
al menos . Ademads, todas se encuentran en una bola de radio 1 4 /2 centrada en
el origen porque sus centros pertenecen a S°*~!. Por lo tanto,

Vol (B /2(0)) > Vol (Usen. B () = [Nz Vol (B2 5(0)) (3)

donde BS (z) es la bola de radio r centrada en z, y 0 es el origen. Por célculo
multivariable béasico tenemos

Vol (B(0)) = * Vol (B3 (7)),
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con lo cual (3) implica

(1+¢/2)° > |N:| (e/2)°. O

Ahora combinamos el corolario 3.2 con la desigualdad de Boole. Sean & :=¢/4
y €2 := £/2. Consideramos una e;-red N¢, de S%~1. Definimos el evento aleatorio

2 2 2
Euvea 1= {m (1= e2) [0} < M]3 < m (1+22) o]}

Por el corolario 3.2, para todo v € R? fijo, P (&f 52) < 2exp (—m52/32). Aplicando
la desigualdad de Boole, obtenemos

P ( vEN, gv 82) = Z (55 62)

'UGNEI
, . 12\° me2
<AL mix P(€5.,) <2 (5) exp (—32) |
Por tanto s 5
12 me
P (mve_/\/’sl gv752) 2 1 — 2 <€> exp <_32> 5 (4)

que es la cota para la probabilidad que buscamos en el teorema 2.1.

3.2. EXTENSION DE LAS COTAS AL RESTO DE LA ESFERA

Para completar la demostracién del teorema 2.1 basta con demostrar que en el
evento Myenr., Eve, se cumplen las cotas para los valores singulares que indica el
teorema. Para ello usaremos la desigualdad triangular y el hecho de que para el
mayor (o1) y menor valor singular (o5) de M se tiene

o1 = max [Myl, (5)

e

oy = min_ [Myll,. (6)
lyll,=1

Fijemos un vector arbitrario z € S*~! sobre la esfera. Por definicién de e-red,
existe un vector v en N (X, ¢e1) que satisface ||z — v||, < ¢/4. La desigualdad trian-
gular y (5) implican que, en el evento &, .,,

M|, < [[Molly + M (2 = v)[l, < Vmy /1 + + M (z = v)|,

< v (142 )+\|M(x—u)||2<f(1+2)+cnllx—v\|2

<vm(1+35)+ 5 (7)

Por (5), o1 es la menor cota superior sobre || Mzx||, para todo z en la esfera, asi que
cuando estemos en Nyen, Ev e, la cota (7) tiene que ser mayor que 0. Esto implica

0'1<\F(1—|— )

g€
4 b
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lo cual nos permite concluir

algm(ifi@:m(lw—sﬁj?) <Vvm(+e). (@)

Obtenemos la cota inferior sobre o5 combinando una idea muy similar con (8). Por
la desigualdad triangular, (5) y (8), en el evento &, ., se tiene

3
Mzl = [Mo]l, = [[M (2 = v)]l, = Vimy [1 = 5 = [M(z = v)

> v (1= 2) = IM (@ = ), = Vi (1= 5) = o1 Jo = ol

> vm(1-35) = JVm(l+e) = vm(1—e). (9)

A partir de (6) se llega, por un razonamiento similar al anterior usando ahora la
desigualdad (9), a que o5 > /m (1 — €) siempre que estemos en Nyen., Ev.e,. Por la
propiedad (4), esto concluye la demostraciéon del teorema 2.1.

3.3. CotA DE CHERNOFF SOBRE LA NORMA /5 DE UN VECTOR GAUSSIANO (TEO—

REMA 3.1)
Sea x = (X1,...,Xm) €y = ||X||§ Las dos siguientes desigualdades implican el
resultado deseado:
2
P(y>m(l1+4¢)) <exp (—m§> ) (10)
2
P(y <m(l-¢)) < exp (-”?) (11)

Demostramos (10); la demostracién de (11) es muy similar. Sea ¢ > 0 una constante
positiva. Por la desigualdad de Markov y la independencia de x1, ..., X,

P(y >a) =P (exp (ty) > exp (at)) < exp (—at) E (exp (ty))

m d
=exp(—at)E <exp (Z tx?)) = exp (—at) H E (exp (tx7))

i=1 i=1
_exp (—at)
C(1-20)% (12

donde el ultimo paso es consecuencia de que, si z es una variable gaussiana estandar

yt<1/2,
1

V1I=2t
Fijamos a := m (1 + ¢) y elegimos el valor de t € (0,1/2) que minimiza (12),
1 1
T2 2(1+4¢e)

E (exp (tz2)) =
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para obtener

Ply>m(1+e) <1+ ¥ ewp(-75)

2
m me

" (e —1og (1+ ) < exp (—8)

:exp(

donde el tltimo paso es consecuencia de que la funcién g (z) := z — %2 —log(1+x)
es no negativa entre 0 y 1.

4. SUBGRADIENTES Y CERTIFICADOS DUALES

En esta secciéon presentamos un concepto clave en la adquisicion comprimida: los
certificados duales. En realidad, para medidas gaussianas esta técnica no es necesaria;
es posible usar la propiedad de isometria restringida establecida en la seccién 2 para
demostrar el teorema 1.3 [2]. Sin embargo, hemos decidido describir la técnica de
certificados duales, introducida inicialmente en [10], porque proporciona una mejor
intuicion geométrica sobre la minimizaciéon en norma ¢;. Ademas, esta técnica se ha
aplicado con éxito a varios problemas inversos donde las medidas no satisfacen la
propiedad de isometria restringida como, por ejemplo, reconstruccién de matrices de
rango pequeilo con datos incompletos [6] y corruptos [5], o estimacién de vectores a
partir de medidas sin fase [3] o de baja resolucién [4].

Como todas las normas, la norma ¢; es una funcién convexa. Una estrategia ra-
zonable para caracterizar el minimo de una funcién convexa diferenciable es usar su
gradiente. Sin embargo, la norma ¢; no es diferenciable en los puntos que tienen en-
tradas iguales a cero (jprecisamente nuestro objeto de interés!). Por suerte, podemos
recurrir a una generalizacion del gradiente: el subgradiente.

DEFINICION 4.1. Un subgradiente de una funcién f : R? — R en z € R? es un vector
g € R? que satisface

f(z+h)>f(x)+g¢" (h), paratodoh e RY,

Cada subgradiente en un punto z estd asociado a un hiperplano en el que se
apoya la superficie definida por el grafo de la funcién, que es convexa en z. El
siguiente teorema caracteriza los subgradientes de la norma /¢;. La figura 2 muestra
un ejemplo.

TEOREMA 4.2 (Subgradientes de la norma ¢;). Un vector g € R? es un subgradiente
de la norma ¢1 en © € R? si y solo si

g; = signo (z;) si x; #0, (13)
lgi| <1 si x; = 0. (14)

DEMOSTRACION. Para no extendernos demasiado, sélo demostramos que un vector
con esta estructura es un subgradiente, que es lo Gnico que necesitamos.
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Figura 2: La imagen de la izquierda muestra lineas de contorno de la norma ¢; en R2.
Las flechas son subgradientes en un punto en el cual la funcién no es diferenciable.
La imagen de la derecha muestra cémo la superficie correspondiente a la funcién se
apoya en ese punto en el hiperplano (plano en este caso) correspondiente a uno de
los subgradientes, denotado por §.

La desigualdad de Hélder implica ||z + h|; > (g, x + h) para cualquier h (porque
lgll. <1). Por tanto,

&+ hlly = (g, + h) = (g.7) + (g9, h) = ||zl + {9, h). O

Aqui olvidamos por un momento que nos interesan la matrices aleatorias y los
vectores dispersos. Nos centramos en una situacién genérica donde y := Az™, para
una matriz A € R™*¢ y un vector z* € R? fijos arbitrarios. Nuestro objetivo es
demostrar que la existencia de un cierto subgradiente implica que x* es el tnico
minimo de la norma ¢; en el conjunto {:c ERY| Az = y} La clave es considerar
subgradientes en x* que sean combinaciones lineales de las filas de A, es decir,
g := AT a para algtin vector a € R™. Si dicho g existe, para cualquier = que satisfaga
Az = y se tiene

lelly = lla™lly + (g, 2 = 2%) = [l2" [l + (g, Alx — ")) = 2" ]Iy + {9,y — ) = [l=" |, -

Esto es casi lo que necesitamos: la existencia del subgradiente implica que z* es un
minimo. El siguiente teorema establece que una pequena condiciéon adicional sobre
el subgradiente (que la desigualdad (14) sea estricta) nos asegura que el minimo sea
dnico.

TEOREMA 4.3 (Certificado dual para la minimizacién en norma ;). Sea A € R™*¢
y sea x* € R? con entradas no nulas en el conjunto de indices S tal que Ax* = y.
Supongamos que la submatriz As de columnas de A con indices en S tenga rango
completo. Si existe un vector acery € R™ tal que Geers := AT Gcery Satisfaga

(gcert)i = Sigl’lO (x;k) 51 LE: 7& 07 (15)
|(gcert)i| <1 st x;k =0, (16)
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entonces x* es la unica solucion al problema de optimizacion

min ||z sujeto a Az = . 17
win fof, s y a7)

El vector acert € R™ se suele denominar certificado dual porque es una solucién
al problema dual de (17).

DEMOSTRACION. Para cualquier 2 € R? tal que Az =y, sea h = 2 — 2*. Como Ag
tiene rango completo, el subvector hse de entradas de h con indice en S¢ cumple
hse # 0 a menos que h = 0, porque si no el subvector hs de entradas con indice en
S serfa un vector no nulo en el nicleo de As. La condicién (16) implica

|hse 1> gcTerthSC- (18)

Sea Pgs (-) una proyeccién que convierte en cero todas las entradas de un vector
excepto las que tienen indice en S. Tenemos, por (18),

[2lly = [le" + Ps(h)lly + [lhsel;
> ||zl + géers Ps(h) + (AT acere) " Pse(h) = [la*[l; + alere Ah = ||27[|, . O

5. CONSTRUCCION DEL CERTIFICADO DUAL

El teorema 4.3 nos proporciona un plan para demostrar el teorema 1.3: construir
un certificado dual adaptado a un vector x* arbitrario con s entradas no nulas, y
demostrar que satisface las condiciones con alta probabilidad si m es suficientemente
grande. En esta secciéon describimos una construcciéon cuando la matriz de medidas
A tiene entradas iid gaussianas estandar. Concretamente, nuestro objetivo es usar
las filas de A para interpolar el signo de z* en S (el conjunto de indices donde z*
tiene entradas no nulas). Para ello seguimos la estrategia propuesta en [7].

Nuestra construccién se basa en una propiedad fundamental de las matrices alea-
torias: sus columnas son practicamente ortogonales si su dimension es suficientemen-
te grande, como establece el teorema 2.1. Consideremos el vector c(i) que contiene el
producto interior de la columna i de A, que denominamos A; € R™, con las demés
columnas,

c(i):=ATA;, 1<i<m.
El vector c(¢) es una combinacién lineal de las filas de A. Segin el teorema 3.1, su
entrada i-ésima cumple c(i); = HAZHg ~ d. Las demés entradas son muy pequenas
con alta probabilidad por la ortogonalidad de las columnas. jEsto es perfecto para
nuestro objetivo! Utilizamos las correlaciones c(i), correspondientes a ¢ € S, para

construir el certificado
Seert = Zw(z)c(z)
icS
Los coeficientes w(i), i € S, deben ajustarse para que el certificado interpole el signo
de z* en S, es decir, que las coordenadas de geq¢ satisfagan

(8cert)j = signo (z7); para todo j € S.
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Si vs denota el subvector de entradas con indice en S de cualquier vector v € R?,
las condiciones sobre los coeficientes son equivalentes al sistema de ecuaciones

. o Ny _ NATA. _ AT
signo (z*)g = (Zies W(l)c(l))s = Zies W(i)ASA; = ASAsWeert,
donde Weert contiene los s coeficientes w(i), i € S. Resolviendo el sistema, tenemos

-1 . "
Weert 1= (AEAS) S1gno (33 )S .
El certificado (o mejor dicho, candidato a ser un certificado) es por tanto igual a
1. .
Scert = ZW =ATAsweery = ATAg (ASAS) signo (z%) ¢ -
€S

Para completar la demostracion del teorema 1.3 necesitamos verificar que este vector
existe y satisface las condiciones del teorema 4.3 con suficiente probabilidad. Sea o
el menor valor singular de Ags. Fijando € := 0.5 en el teorema 2.1, sea &£ el evento

aleatorio
0.5vm < o, < o1 < 1.5¢/m.

Entonces

P(€)>1—exp (—C'%)

para una constante C’ > 0. Condicionando sobre £, As es de rango completo y
AT A es invertible, con lo cual geer existe y satisface la condicién (15).
S6lo nos queda comprobar que el certificado satisface la condicién (16). Sea

—1 . N
Olcert = ASchrt = AS (A?;AS) s1gno (l‘ )S )

tal que geert = AT Qeert, v sea USVT la descomposicién en valores singulares redu-
cida de As. Condicionando en &, tenemos

[[signo (z*) 5| s
eteert]l, = [[US™ VT signo (z%) |, < < 2o 7 S22 <9 —. (19)

Os

Para un indice fijo i € 8¢ y un vector fijo v € R™, ATv/|jv]|, es una variable
aleatoria gaussiana estandar, lo cual implica

T
P (|A?v’ > 1) =P |Ai U| > 1 < 2exp f%
[olly vl 2|Jvll3

ya que, para una variable gaussiana estandar u

Pu>t)="Pp (exp (ut) > exp (tz)) <E (exp (ut — t2))
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Sii ¢ S entonces A; ¥ Qcert Son independientes (dependen de diferentes columnas
de A). Por consiguiente, (19) implica

S m
P (Al ocere| > 1) =P <|A?v! >1 \ o]l < 2\/;> < 2exp (fg)

y, a su vez,
P (‘A?acert| Z 1) S P (|Azracert‘ Z 1 | 5) +P (EC)

m ,m
< 2exp (—8—8) + exp (—C ;) .

Para completar la demostracién aplicamos la desigualdad de Boole para obtener una
cota valida para todo ¢ € §¢. Pero §¢ tiene como mucho d elementos, asi que

P ( U {’A?acert’ > 1}) <d <2€Xp (—g) + exp (—C’?)) .

i€S®
Podemos elegir por tanto una constante C tal que, si el niimero de medidas satisface

m > Cslogd,

la minimizacién en norma £, reconstruird z* exactamente con probabilidad 1 — é.
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