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Schéma général

N(trf(Un(t)) — E(trf(Un(t)))) BamiaN N(trf(Un) — E(trf(Un)))

J{N—»oo J{N—»oo

N (0, ¢(f, F)) = N 1IF13,,,)



Résultats sur les fluctuations des matrices de
Haar

Théoreme (Diaconis-Evans)

Soit Uy distribuée selon la mesure de Haar sur U(N), et f telle que
I£113,,, = Xjez WllF () < 00, alors

N(trf(Un) —E(trf(Un))) ——— N0, 113, ,)-

Démonstration : calcul des moments mixtes.
E(Tr(UnY Tr(Un)*) = i (j A N).

Tr(UnY = YI25(=1)"s;_,1, ..., 1)(Un) et
fois

E(sx(Un)sz(Un)) = VS VNI L



Rappels sur le mouvement brownien unitaire
sur le groupe unitaire

Au moins 3 facons de voir ce processus :

> (Un(t))e0 est la solution de I'EDS

dUn(t) = dKn(t)Un(t) — %UN(t)dt

avec K mouvement brownien antihermitien.

» On met sur u(N) le produit scalaire (X, Y)yny = NTr(X*Y). On
considere le Laplacien A sur U(N) associé a ce produit scalaire.
(Un(t))e=0 est le processus de Markov sur U(N) de générateur
1
SA.

2

> La densité de Uy(t) par rapport a la mesure de Haar sur U(N) est
donnée par

Que(U) = 3 e s, (In)sa(U)

aGZN



Rappel sur la convergence vers le mouvement
brownien multiplicatif libre

Soit (A, 7) un *-espace de probabilités. Un mouvement brownien
multiplicatif libre est une collection d'éléments unitaires (u;)r>o tels que

> Pourtous 0 <ty <..., < ty, Up, Uy, .., Ugup | sont libres
> Pour tous s < t, uzul a méme loi que up_g
» Pour tout t > 0, u; a pour loi v;, probabilité sur U dont on
connait les moments, le support...
Théoréme (Biane)
Si U(l) R U™ sont des browniens unitaires indépendants, la famille

converge au sens des distributions non-commutatives vers u®V, ... u("
des browniens multiplicatifs libres, libres entre eux.



Théoreme de la limite centrale pour une
famille de martingales

But : N(trf(Un(T)) — E(trf (Un(T)))) asymptotiquement gaussien.

On pose Mf (t) := E(F(Un(T))|Fn.t), pour 0 < t < T, avec F = trf.
A-t-on Qn(T) = N(Mf,(T) — M (0)) asymptotiquement gaussien ?

Point clé : étude du crochet
E(Qn)(t) v~ fo s)ds + contrdle Var{Qu)(t)
alors Qun(T) est asymptothuement N (0 fo s)ds)

On définit Ry(T) = e¢(T —3 )
Alors, dRy(t) = i§Rn(t )dQN( )+ EszN( )o(t)dt — d{Qn)(t)] de sorte
que E(Rn(T)) = 1.



Convergence de I'espérance du crochet
(Un(t))0 vérifie 'EDS
dUN(E) = dKn () Un(t) — %UN(t)dt,

avec Ky mouvement brownien antihermitien.
Comme M} (t) = E(F(Un(T))|Fn.e) = (Pr—:F)(Un(t)), la formule
d'Itd sur U(N) donne

TN

Mﬁ(T)—/V’ﬁ(O):/O > Lx (Pr—sF)(Un(s))d(Xk, Kn)u(my(5),

avec Xy une b.o.n de u(N), de sorte que (Xk, Kn)u(n) sont des
mouvements browniens réels standards indépendants et Lx, est la
dérivation dans la direction X :

Ly, G(U) = %G(Uetxk)

‘t:U :



T N
) = e [ > o(Ex (PrsF)(Un(s))ds
= N? OTZ Pr_sLx,F)(Un(s)))?ds

= N2 ZEVN wi[(Lx, F)(Un(s)Vn(T —s))
0 k=1
(Lx F)(Un(s)Wn(T — s))]ds

On utilise ensuite
Ly (trf)(U) = —itr(F/(U)Y)

N2
1
et Y tr(AX)tr(BXy) = — 2 tr(AB)
k=1



E((NMy)(T)) = /0]EumvN,WN[tr(f’(UN(S)VN(T—S))

f'(Un(s)Wn(T —s)))]ds

— T(f'(usvr_s)f (uswr_s))ds
N—co 0

avec u, v, w 3 browniens multiplicatifs libres, libres entre eux.

Contrdle la variance du crochet par des arguments standards de
concentration.

Idée générale : si f : U — C est Lipschitzienne de norme Lipschitz 1,

trf : Uy — C est de norme Lipschitz ﬁ
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Enoncé du Théoreme Central Limite
Pour f, g a dérivées lipschitziennes, T > 0,

JT(f,g):/O T (Fusvr_s)g (uswrs)) ds,

avec u, v, w 3 browniens multiplicatifs libres, libres entre eux.

Théoreme
Soient fi, ..., f, a dérivées lipschitziennes, T > 0, et

Yr(f,...,fa) = (o7(fi, i))icij<n

d
N (tri(Un(T)) = Bt i Un(T)1cin — o N0, 1 (s, )
au sens de la convergence en distribution des vecteurs aléatoires.
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Etude de la covariance et convergence en
temps grand

But : nyg S H1/2a UT(fag) m (f’ g)?‘ll/z'

» Etendre la définition de o7(f,g) a des fonctions H; 5,

» Montrer la convergence

Outil : calcul stochastique libre

(ug)e=o vérifie I'EDS libre
. 1
dUt = IUtht — Eutdt,

avec (U)o un brownien additif libre.
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, . T .
On étudie 7,k (T) = [y 7 ((usvr—s)Y (uswr—_s)*) ds.
On a le systeme triangulaire

1) = mam) - L ()

-1
= > Uil = N T)egngiysi—nk(T)
1=1

— terme analogue,
avec ;(T) = 7(uk).

Ce qui permet de montrer que

Oj_ _ Lil+lkl
Tj,k(T)=J|’J7.‘k+e = TR(T),

avec R; des polynémes.
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Cela permet de montrer que si 3 [j||F(j)|? < oo et S j]|180) < oo,

= > K (N(K)Tk(T) —— > _LilF()a()

NS/ JEZL
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Interprétation combinatoire du systeme
d’EDQO vérifé par les 7;

Par les résultats de Thierry, on a

E [tr(Un(TY)er(Un(T)")] — E[tr( UN(T)J)]]E [tr(Un(T)")]
—0+k§(z — 1...J)x(1...k),n, d)

n,d=0

/\

- X ,WS(( f)yn, di)S((1... k), n, d2))

n1,m,d1,d2=0

lim N2 (]E [tr(Un(TYer(Un(T)9)] — E[tr(UN(T)f)}]E [tr(UN(T)k)}) -

N— oo

T = (=T)" _, ) )
e (J+k)2Z%S((l.../)x(1..‘k),n71):—jk7j7k
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Donc le systéme vérifié par les 7; , se traduit par

S((1...j
j—1
+J

x (1...k),n+1,1) = jk S((1...j+ k), n.0)

3 ~—~

/=1 p=0 p

(”)5((1.../),,;,0)5/((1...1_/) x(1...k),n—p,1)
1

k=1 n n
+ k < >S(( .o.m), q,0)S"((L...j) x(1...k—m),n—gq,1).

m=1 q=0 q
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Difficulté de I'analyse des 7;, en temps petit

25
2.0:
15
1.0:

0.5

F1G.: Pour k € {1,...,15}, o7(sk, sk+1) avec sk(e?) = sin(kd) sur
T € [0,6].
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