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Zy(0) = ﬁ (1)

Jj=1

le polyndme caractéristique de U € U(N), dont les valeurs
propres sont {e‘ef}.

Conjecture (CFKRS)
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oil Py est un polyndme de degré k2
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ZU(Q) = H (1 — ei(ef_0)>
j=1
Motivation le polynéme caractéristique de U € U(N), dont les valeurs

propres sont {ewf } .

Conjecture (CFKRS)

/Oo C(1/2 + it) | g(t) dt = /

—0o0 —00

o0

(Pullog 5-) + O(t+7) (1

oll Py est un polynéme de degré k2 et (Keating-Snaith:)
Ck2 = akgk, avec ay un produit sur les premiers et

1
gk = lim / Zy(0)*du
G U(N)\ (0)|

N—oo
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Définitions

Une partition A\ est une suite non-décroissante d'entiers
(A1, -+, Ai0);0,0,--+). La longueur /(X) est le nombre de
valeurs strictement positives et le poids |\| est la somme
>~ A des valeurs de la suite.
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Une partition A\ est une suite non-décroissante d'entiers
(A1, -+, Ai0);0,0,--+). La longueur /(X) est le nombre de
valeurs strictement positives et le poids |\| est la somme
>~ A des valeurs de la suite.

Fonctions de
Schur

Nous identitifions une partition avec son diagramme de
Young. Le diagramme de (6,5, 3,1), par exemple, est

. Si nous remplissons les cases du diagramme

avec des entiers, nous obtenons un tableau de Young.
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Fonctions de
Schur

Définitions (I1)
Les polynémes de Schur sont des polynémes symétriques. I
en existe de nombreuses définitions.

5)\(Xla o 7XN) = Z H XT(i,j)a

T (ij)eT

ol la somme est sur les tableaux de Young semi-standards de
forme X avec valeurs dans (1,--- , N)
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5)\(Xla o 7XN) = Z H XT(i,j)a

T (ij)eT
Fonctions de
Sl oll la somme est sur les tableaux de Young semi-standards de
forme A avec valeurs dans (1,-- -, N) (entrées strictement

croissantes en colonnes, non-décroissantes en rangées).
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aléatoires Les polynémes de Schur sont des polynémes symétriques. I
en existe de nombreuses définitions.

5)\(Xla"'7XN):Z H XT(i,j)a

T (ij)eT
Fonctions de
Sl oll la somme est sur les tableaux de Young semi-standards de
forme A avec valeurs dans (1,-- -, N) (entrées strictement

croissantes en colonnes, non-décroissantes en rangées).

Par exemple, si N =3 et A =(2,1), T prend les valeurs
1[1] [1]2) [1]1) [1]3] [1]2] [1]3] [2]2] [2]3]
2 2 3 3 3 2 3 3
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Fonctions de
Schur

Définitions (I1)

Les polynémes de Schur sont des polynémes symétriques. I

en existe de nombreuses définitions.

5)\(Xla"'7XN):Z H XT(i,j)a

T (ij)eT

oll la somme est sur les tableaux de Young semi-standards de

forme A avec valeurs dans (1,-- -, N) (entrées strictement
croissantes en colonnes, non-décroissantes en rangées).

Par exemple, si N =3 et A =(2,1), T prend les valeurs
1[1] [1]2) [1]1) [1]3] [1]2] [1]3] [2]2] [2]3]
220 3 B3y B30 20 13 38

et 5(2,1)(x1, %2, x3) =
X12X2 + X1X22 + X12X3 + x1X32 + 2x1Xx0x3 + X22X3 + X2x32




Fonctions de
Schur et
matrices
aléatoires

Fonctions de
Schur

Définitions (I1)
Les polynémes de Schur sont des polynémes symétriques. I
en existe de nombreuses définitions.

5)\(Xla"'7XN):Z H XT(i,j)a

T (ij)eT
oll la somme est sur les tableaux de Young semi-standards de

forme A avec valeurs dans (1,-- -, N) (entrées strictement
croissantes en colonnes, non-décroissantes en rangées).

Par exemple, si N =3 et A =(2,1), T prend les valeurs
1[1] [1]2) [1]1) [1]3] [1]2] [1]3] [2]2] [2]3]
2 2 3 3 3 2 3 3

et 5(2,1)(x1, %2, x3) =
X12X2 + X1X22 + X12X3 + x1X32 + 2x1Xx0x3 + X22X3 + X2x32

Donc 5, (1N) compte le nombre de tableaux semi-standards
sur (1,---, N).
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Les polynémes de Schur sont indexés par des partitions, et
forment des familles compatibles:

sx(xt, -, xn) = sa(x1, -+, xn, 0).
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Fonctions de
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Définitions (I11)

Les polynémes de Schur sont indexés par des partitions, et
forment des familles compatibles:

sx(xt, -, xn) = sa(x1, -+, xn, 0).

[l 'y a une propriété de réduction:

5/\(X1,"' ,XN) =0si /()\) > N.
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Les polynémes de Schur sont indexés par des partitions, et
forment des familles compatibles:

sx(xt, -, xn) = sa(x1, -+, xn, 0).

Fonctions de
Schur

[l 'y a une propriété de réduction:
5/\(X1, ce ,XN) =0si /()\) > N.

En-dehors de ce cas, on a des caractéres irréductibles de
U(N) (avec sy(U) :=sy(e, - -, i), et

— Sne s NI
<5)\(U)5H(U)>U(N) = {oA si/(x);\)/'
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Les polynémes de Schur sont indexés par des partitions, et
forment des familles compatibles:

sx(xt, -, xn) = sa(x1, -+, xn, 0).

Fonctions de
Schur

[l 'y a une propriété de réduction:
5)\(X1, ce ,XN) =0si /()\) > N.

En-dehors de ce cas, on a des caractéres irréductibles de
U(N) (avec sy(U) :=sy(e, - -, i), et

— Sne s NI
<5)\(U)5H(U)>U(N) = {oA si/(x);\)/'

“Pour N large, les s) sont orthonormaux sur U(N)
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Bump-Gamburd .
A partitions m,n
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e La méthode de Bump et Gamburd

matrices

aléatoires Bump and Gamburd calculent
Zy(0)*)
(lzu@)P*), )

via l'identité de Cauchy duale

M,N
> sl xm)sxe(vn v, yw) = [ (14xmyn).
Bump-Gamburd .

A partitions m,n

st({l} )5» U) = det(ld+0)%
—  det(U)" |det(1d +U) 2«
= sy (U U) |det(Id +U)[*
ou en remplacant U par —U

Zy@P* = (=15 (U) D (=) ({117* )5 (0.

A
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ZyO)PF = (=15 (U) Y (=) sr ({11 )sxe(U)
A

Bump-Gamburd
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Bump-Gamburd

La méthode de Bump et Gamburd (1)

Z@)P* = (=) (U) Yo (=D)sn ({214) 5 (U)
A
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Zu(@P = (=15 ) (U) D (= 1)V ({117 )5xe(0)
A

Donc
Bump-Gamburd

(Z0O) = 2 (077).

qui peut étre évalué de maniére combinatoire, et donne de
nombreuses expressions différentes, dont des prolongements
analytiques.

Ceci permet d'interpréter le terme géométrique de
Keating-Snaith en tant que dimension ou comme cardinalité
d'un ensemble. Lequel?
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Autre expression

<

Zy(0yZu(0) ), =

<Zﬁ,\(1a)ﬁAt(U) ZﬁAf(U)ﬁu(lb)>
A B

U(N)
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Partitions 3D

Autre expression

<

ZU(O)amb>U(N) N

<Z~"A(1a)ﬁx(U)Zﬁx(U)su(1b)> _
A 1

U(N)
> sa(17)sr(10)

A
A <N
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Une partition 3D /partition plane est un tableau rectangulaire
T d'entiers positifs tels que

Tij = Tij+1 Tixrj = Tij

Partitions 3D
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Une partition 3D /partition plane est un tableau rectangulaire
T d'entiers positifs tels que

Tij = Tij+1 Tixrj = Tij

Par exemple,

Partitions 3D

—ININ W O
OO |ININ
OO IO|INN




artitions 3D
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Partitions 3D

A une partition 3D, on associe une suite de partitions:
a

donne [ [[[ T L[ [},
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Partitions 3D

A une partition 3D, on associe une suite de partitions:
a

donne [ LT T[T 1

Y

)

L1

A cette suite on peut maintenant associer deux tableaux de

forme (5,2):

1

2

11

4

5

415[5]

2|2

3[3[3]
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Partitions 3D

A une partition 3D, on associe une suite de partitions:
a

donne [ L[ T L[ T b

Y

)

L1

A cette suite on peut maintenant associer deux tableaux de

[1]2]4]5]5] ,[1]1]3][3]3]
forme (5,2): e et 515 .
aib a
(ZuOZ00) )\ = D2 x(17)(1%)
)\1>§N

N b
# partitions 3D boite Nxax b = H ﬁ H

i=1j=1 k=1

i+j+k—1
i+j+k—2
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Evaluation
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» déterminants (valable pour tout ensemble de variables)
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sy = [ha4ioj| =82 = ‘QAHH‘

» formule de Giambelli

Evaluation

‘5(ai|/@j) ‘
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» identité de Jacobi-Trudi (2 expressions)
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» formule de Giambelli
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» la formule des équerres-contenus (une dimension)
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aléatoires Une fonction de Schur peut étre évaluée de nombreuses
maniéres différentes:

» (quotients de déterminant de Vandermonde)
» déterminants (valable pour tout ensemble de variables)
» identité de Jacobi-Trudi (2 expressions)

sy = [ha4ioj| =82 = ‘QAHH‘

» formule de Giambelli

Evaluation
‘5(ai|/@j)‘
» la formule des équerres-contenus (une dimension)
K + c(0O)
K
(o) - IO
OeX H(D)

K1TA
H(A)
La notation K T A est une généralisation du symbdle de
Pochhammer.
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5>\<{1}K) = HLC(D)

Evaluation
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Evaluation

Evaluation (II)

5/\<{1}K) _ HK+C(D)

» On retrouve que sy s'annule quand K < /().
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Evaluation

Evaluation (II)

5,\<{1}K) = HK:[(E]()D)

» On retrouve que sy s'annule quand K < /().

» On peut regrouper les boites de beaucoup de maniéres
différentes: suivant les rangées, les colonnes ou les
demi-crochets.
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Evaluation

Evaluation (II)

K+ c(O)
(%) = I 5gy
KA

H(N)

» On retrouve que sy s'annule quand K < /().

» On peut regrouper les boites de beaucoup de maniéres
différentes: suivant les rangées, les colonnes ou les
demi-crochets.

» On peut obtenir le numérateur comme exponentielles
d'intégrales, qui admet un prolongement aux A continus.

B ® G'(k+t+1)
kia=en ([T SUEE D0 o)
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(lzu@*1Zy)P")

(rappel: Zy(0) = [Tj2, (1 - €®%=))

Dérivées
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u(N)

avec Vy(0) = eNO+m)/271 = %12 74(0)



Forcens®  Moments de dérivées

matrices

aléatoires On considére les moments de dérivées de polynémes
caractéristiques

(1Zu(@[*Z}(0) ")

U(N)
(rappel: Zy(8) = T];=; (1 - i6;=9))) ainsi que
2k |\ 1 2h
Dérivées <’ VU(O)| ‘ VU(O)’ >U(N)

avec Vy(0) = eNO+m)/271 = %12 74(0)

Les deux peuvent s'obtenir comme combinaisons linéaires des

moments Zy(0))’
<yzu(0)!2k <ZZ@)> >u(N>
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Dérivées

Un théoréme di a Okounkov et Olshanski
Formule du binéme: Soient 52 les “shifted Schur functions”,

alors

5)\(1+31;"'71+an)_

sx({1}7)

2.

I
I(w)<n

5;‘1()\1’ Ce

7)\n)5u(ala Ty an)

nlp
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Dérivées

Un théoréme di a Okounkov et Olshanski

Formule du binéme: Soient 5:; les “shifted Schur functions”,
alors

5)\(1 + ai, - 71 + an) - Z 5;3()\1’-. . 7)\I7)5N(ala" . 7an)
sx({1}") m nlp '

I(w)<n

(Le cas n =1 est le théoréme du binéme de Newton).
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Dérivées

Un théoréme di a Okounkov et Olshanski

Formule du binéme: Soient 5:; les “shifted Schur functions”,
alors

5)\(1 + ai, - 71 + an) - Z 5;3()\1’.. . 7)\n)5ﬂ(alu" . 7an)
sx({1}") m nlp '

I(w)<n

(Le cas n =1 est le théoréme du binéme de Newton).

Nous avons aussi que

s ({N}9)
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Dérivées

Un théoréme di a Okounkov et Olshanski

Formule du binéme: Soient 52 les “shifted Schur functions”,
alors

5)\(1 + ai, - 71 + an) - Z 5;3()\1’.. . 7)\I7)5N(a].7" . 7an)
sx({1}") m nlp '

I(w)<n
(Le cas n =1 est le théoréme du binéme de Newton).
Nous avons aussi que

. _ (=N T p)(kTp)
st{NY) = (-~ ) 7

et donc 5<Nk>(1 + a1, ,1+ ap) s'exprime comme somme

sur les partitions.
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Dérivées

Un théoréme di a Okounkov et Olshanski

Formule du binéme: Soient 5:; les “shifted Schur functions”,
alors

5)\(1 + ai, - 71 + an) - Z 5;3()\1’.. . 7)\n)5ﬂ(alu" . 7an)
sx({1}") m nlp '

I(w)<n
(Le cas n =1 est le théoréme du binéme de Newton).
Nous avons aussi que

. _ (=N T p)(kTp)
st{NY) = (-~ ) 7

et donc 5<Nk>(1 + a1, ,1+ ap) s'exprime comme somme

sur les partitions.

“Série de Taylor d'une fonction de Schur a l'identité.”
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A

Brsx ({1127 Ul —iay,---,1— ia,}) oo
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Zu(0)* (28;) = (1) o (0] (-1) s (U)
A

Brsx ({1127 Ul —iay,---,1— ia,}) oo

Dérivées



Fonctions de

Zy(0)\" —
1Zy(0)P* (ZU(O)) = (e (DT V)
Brsx ({1127 Ul —iay,---,1— ia,}) oo
et donc
Berfivees Z},(0) r B
<’ZU(O)|2I( <ZZ(0)> >U(N) -

O+ 8r5</\/k> <{1}2k7r U {1 —iay, -, 1 iaf}) ’aJ-:O'
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Grace a Okounkov-Olshanski, nous obtenons
Proposition: Quand 0 < r < 2k,

<yzU(0)!2k (?ZES;)%(N) B

—N k
il <|ZU(O >U X Z H ;kMT)(u )

Dérivées
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Grace a Okounkov-Olshanski, nous obtenons
Proposition: Quand 0 < r < 2k,

<yzU(0)!2k (?ZES;)%(N) B

—N k
lr|<|ZU(O >U XZH ;kMT)(uTM)’

Dérivées

une fonction rationelle en k.
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Fonction génératrice




eree  Fonction génératrice
matrices
aléatoires

> (12u0) (§5§8§)>U(M e

r _ 2 (=K1 p) (N1 )z
B <’ZU(O)’ k>U(N) . %: —2kTp  H(w)?

Dérivées
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Z,00)\" (iz)"

Zr: <|ZU(0)|2k <ZZ(0)> >U(N) r!
> (=k 1 p) (N1 )z
)

= (1zu(O)P*

Dérivées
= (1Zu(0)*

X

—k T WSy (Z|dN><N)
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Z,0)\" (iz)’

Zr: <|ZU(O)|2k <ZZ(0)> >U(N) rl
> (=k 1 p2) (N 1 )zl
)

= (1zu(O)P*

Dérivées
= (1Zu(0)*

X

—k T Sy (zldnxn)
U(N) x %: —2k T H(M)
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Dérivées

Proposition:

> <|ZU(0)|2k (;ZES;»W e

r

_ ZIKl
_ <‘ZU(O)‘2k>U(N) o Z (( ktp) 1 (NTgw)
I

—2k T p) H(p)  H(w)

= {|Zy(0 2k> Fi(—k; —=2k; zId
(1Z0@)*) ) 1 Wen)
(fonctions hypergéométriques d'argument matriciel d'aprés
Richards, Gross, Yan, etc ). Donne des représentations
intégrales, des équations différentielles et des relations de
récurrence.
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“sewrec. Interprétation probabiliste
s
. . Al L
dim A :=dimy) = HOY = #chemins a \ ds graphe de Young.

Soit (mesure de Poisson-Plancherel)

_dim())?
mA) ==\

Dérivées tel que

> o my)=1

A avec |A|=cst



eres  Interprétation probabiliste
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Al!
dim A :=dimyx, = l-|l(|/\) = #chemins a X\ ds graphe de Young.

Soit (mesure de Poisson-Plancherel)

_dim())?
m(y) = S

Dérivées tel que

> o my)=1

A avec |A|=cst

La formule obtenue auparavant prend alors la forme

z" zI
D805 = 30 FmN .

A

pour f(A) un produit sur les boites de la partition .



S Interprétation probabiliste (I1)
matrices
aléatoires

> <|ZU(0)|2k <§ZE8;>>U(N) e

_ Zlul
_ <|ZU(0)|2I<>U(N) « Z ( k T :U’)(N T :U’) m(u)
I

(—2k T p) [pa!

érivées



Fonctions de

snwret . ldentités de Cauchy

matrices
aléatoires

Zﬁ)\(XlaXL"‘ aXM)ﬁ)\(YIuYQy
A

ZﬁA(X17X27"' 7XM)5>\‘(Y17)/27'
A

Arithmétique

L YN)

. 7)/N)

M,N

H 1

m.n 1 — Xmyn
M,N

H 1+ Xmyn
m,n



Clae:  ldentités de Cauchy
matrices
aléatoires

M,N 1
Zﬁ)\(XlaXL"' xm)sa(ye, o, yn) = H 1— xov.
S m. — XmYn
M,N
ZEA(XLXL'” xm)sae (v, y2, -0 yn) = H L+ Xmyn
by m,n

Theoréme (Bourgade, D., Nikeghbali) Soient k € N et
Arithmétique §RS 2 1'

Zs,\ ({1} )5/\ p;°) = Z /;_/(T)\)\ p;°)

et 5)(p; °) admet un prolongement analytique quand %s > 0.



Clae:  ldentités de Cauchy
matrices
aléatoires

M,N 1
Zﬁ)\(XlaXL"' xm)sa(ye, o, yn) = H 1— xov.
S m. — XmYn
M,N
ZEA(XLXL'” xm)sae (v, y2, -0 yn) = H L+ Xmyn
m,n

Theoréme (Bourgade, D., Nikeghbali) Soient k € N et
Arithmétique §RS Z 1'

=S ()= 3

et 5)(p; °) admet un prolongement analytique quand %s > 0.

Quand kK — oo ou k € N, ceci est non-trivial.
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Arithmétique

p=>2
PIILEED B B
p>2 k=1 k=1 p>2 k
%P(ks)
k=1



Fonctions de
Schur et
matrices
aléatoires

In{(s

ou P(s) :=

Arithmétique

dp #et donc P(s)

=—> In(1-p~*)

p>2
I ILEED P P
p>2 k=1 k=1 p>2 k
%P(ks)
k=1

= 3y MK In(¢ (ks)).



Fonctions de
Schur et
matrices
aléatoires

In{(s Zln(l —p°)

p>2
I ILEED P P
p>2 k=1 k=1 p>2 k
%P(ks)

ou P(s) =3, #et donc P(s) =), @ In(¢(ks)).Ceci

définit
pi(pi ) = Plks)

Arithmétique



Fonctions de
Schur et
matrices
aléatoires

In¢(s) = -3 In(1—p~)

p=>2
I ILEED P P
p>2 k=1 k k=1 p>2 k
%P(ks)
k=1

ol P(s) 1= 3, et donc P(s) = 3=,y ) In(C (ks)). Ce
Arithmétique déflnlt

p(p; ) = P(ks)

et les autres fonctions symétriques suivent car {px} génére
I'algébre des fonctions symétriques.



Fonctions de
Schur et
matrices
aléatoires

In¢(s) = -3 In(1—p~)

p=>2
I ILEED P P
p>2 k=1 k k=1 p>2 k
%P(ks)
k=1

ou P(s) =3, #et donc P(s) =), @ In(¢(ks)).Ceci

Arithmétique déflnlt
pi(p;®) = P(ks)

et les autres fonctions symétriques suivent car {px} génére

I'algébre des fonctions symétriques.

Ceci donne aussi les expansions en séries pour s (p;°),
autour de s = 1 par exemple.
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Schur et
matrices

aléatoires

Arithmétique

ZEA(X17X27 o 7XM)5>\(y17.y27 o 7.yN)
A

Zﬁ)\(XbXL co o xm)sae (v Yo, L Yn)
A

M,N

H 1
mn 1 — Xmyn
M,N

H 1+ Xmyn
m,n



Fonctions de
Schur et
matrices
aléatoires

- 1
ZEA(XLXL"' ,XM)EA()’LYL"‘ aYN) = H m
A m,n
M,N
Z‘g)\(XLXZv'” 7XM)5>\‘(Y17Y27' o 7YN) = H 1 +men
m,n

Conjecture (D.) Soient ~; les parties imaginaires de zéros de
(. Il existe des fonctions f(z, s) telles que sx(f (i, s))
admette un prolongement analytique s > 0 et

sx(f(vi,s)) = sxe(P™%)

Arithmétique



Fonctions de
Schur et
matrices
aléatoires

M,N )

ZEA(XLXL"' ,XM)EA()’L}/27"‘ a}/N) = H m
A m,n
M,N

Zﬁ)\(XLXZ,"' 7XM)5>\‘(Y17Y27' o 7YN) = H 1 +men
m,n

Conjecture (D.) Soient ~; les parties imaginaires de zéros de
(. Il existe des fonctions f(z, s) telles que sx(f (i, s))
admette un prolongement analytique s > 0 et

sx(f(vi,s)) = sxe(P™%)

Arithmétique

Restreindre a N zéros de ( correspond a ne considérer que
des partitions A avec /(\) < N (cf. Keating-Snaith).



Fonctions de QUEStiOn
Schur et

v Une approche pour les problémes de matrices aléatoires sur
sléatoires U(N) consiste a tout exprimer en terme de fonctions de
Schur puis a utiliser

Jim (s3(U),5u(0)) = B

Arithmétique



Fonctions de QUEStiOn
Schur et

v Une approche pour les problémes de matrices aléatoires sur
sléatoires U(N) consiste a tout exprimer en terme de fonctions de
Schur puis a utiliser

A, <5A(U)’5“(U)>U(N) = O

Une partie des recettes de CFKRS est de supposer que

1T , : _
im / my (pil/2+1t+a) " (pil/2+1t+ﬁ> dt = 6,,my (pi1+a+ﬁ>
T—ooT. 0

Arithmétique



Fonctions de QUEStiOn
Schur et

v Une approche pour les problémes de matrices aléatoires sur
sléatoires U(N) consiste a tout exprimer en terme de fonctions de
Schur puis a utiliser

A, <5A(U)’5“(U)>U(N) = O

Une partie des recettes de CFKRS est de supposer que

1T 1/24it+ 1/2+it+83 1+a+B
i 3 6 (e )
Arithmétique Le but serait de répéter cela pour des expressions basées sur
sx(p; %), c-a-d

1 77 . e Ay
lim / 5\ (pil/2+1t+a) 5, (pil/2+1t+5> dt =7
T—oo T 0



Fonctions de QUEStiOn
Schur et

v Une approche pour les problémes de matrices aléatoires sur
sléatoires U(N) consiste a tout exprimer en terme de fonctions de
Schur puis a utiliser

A, <5A(U)’5“(U)>U(N) = O

Une partie des recettes de CFKRS est de supposer que
1 /T . : _
lim / my, (pl_1/2+1t+a) my, <pil/2+1t+ﬂ> dt = Gy,my <pi1+oc+ﬁ)
T—ooT. 0

Arithmétique Le but serait de répéter cela pour des expressions basées sur
s .
sx(p;*), c-a-d

1 77 . e Ay
lim / 5\ (pil/2+1t+a) 5, (pil/2+1t+5> dt =7
T—oo T 0

ce qui permettrait de passer de preuves basées sur
I'orthonormalité de caractéres sur U(N) directement a des
conjectures.




oo Moments

matrices

aléatoires Conjecture: Pour une fonction test g(t) raisonnable,
o0 o
| a2+t gyar= [ Pulogg(eyaro(e i de
—0o0 —0o0

oil Py est un polyndme de degré k2.

dz; ][ dZ
Pi(log t,ar, 3) = C/ /GkAk Il_[ljl_[lc 1-|-Z,—|-Z HI_ZII _ZalHZ’ zﬁi

Arithmétique Gk(z) = /01 H (1 + e(e)tzi) H (1 + e(@)tZJ{> do
i=1 '

J=1

z) =[] Acs(2)
p

K -1 -
e(—0
Akvp = H ( o 1+z,+z ) / H (1 - p2+z,> H (1 - p(é—f—zj’))
J




o <&

v



o <&

v



o <&

v



Fonctions de . .

Sehur Main computations
matrices
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Zy(a1) - Zy(a;) = Z(—l)wsx(u)s)\ <efia17 o 76—13,) .

A



ere®  Main computations

matrices

aléatoires Just as before,
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A

To the first order in small a, we have

e ¥x~1-ia



ere®  Main computations

matrices

aléatoires Just as before,

Zy(a1) - Zy(a;) = Z(—l)wsx(U)s)\ <e*1317 o 76—13,) .

A

To the first order in small a, we have

e ¥ ax1-—ia,

SO

Zp(0)" = (-1)Vsre(U)x

A
O1---Opsy (1 —iay, -, 1 —iay)|

a;=--=a,=0’

where 0; := 0,;.



ere®  Main computations

matrices

aléatoires Just as before,

Zy(@)-+-Zu(ar) = Y (1)Msxe(U)sy <e*ial,--- ,e’ia’) .

A

To the first order in small a, we have

e ¥ ax1-—ia,

SO

Zp(0)" = (-1)Vsre(U)x

A
O1---Opsy (1 —iay, -, 1 —iay)|

a;=--=a,=0’
where 0; := 0,;.
Also,

Zo0) = (~1)Ndet U*Zy(0)k
= (=15 m (0) Zu(0) .



Fonctions de
Schur et

antones Zp(0) = (-1)Msye(U)
A
Or---0psy(1—iay, -, 1—iay)|

ai=-—-=a,=0

and

Zy(0) = (*1)kN5<kN>(U)ZU(0)k



Fonctions de

f’."h Zp(0)" = (-1)Vsre(U) x
A
O Opsy (1 —iar, -, 1—ia)|, _ .
and
20" = (~1)"s ) (0)Zu(0)*
imply
Zy(0)P* @ 6)) = 1) (0 (- 1P (U)

A
drsx ({117 TU{t—iar, o 1=} )|,



Fonctions de

f."h Zp(0)" = (-1)Vsre(U) x
' 0105y (1 —iag,---,1— iar)\alz_.:arzo
and
2@ = ()" (1) Zu(0)*
imply
Zu(O) (28) = (M5 ) (0) 2 (- 1)Mre(U)x

A
2k—r . :
Orsx (1L U{L —iar, - 1—iar} )|,



Fonctions de
Schur et

antones Zp(0) = (-1)Msye(U)
A
0105y (1 —iag,---,1— iar)\alz_.:arzo
and
20" = (~1)"s ) (0)Zu(0)*
imply
Zu(0)P* (28) = (s (D Do V)
Brsy ({112F U {1 —iay, - -- ,1_ia,})\aj:0
et donc

<|ZU(0)|2k <§3E8§>r>uw) -

81 A 8r5</\/k> ({1}2k_r U {1 — ial7 T, 1- iar}) ‘ajZO



Fenedeis o Using Okounkov-Olshanski,
Schur et
matrices

sleatcires (1Zu@)P* (343)) r>u(/v)

< 2k>U
5 (199) 00 30

= (i) ; K1



Fenedeis o Using Okounkov-Olshanski,

Schur et
L (20r (39),,
2k
(lzu@P*),
&* ({N}k> 61"'ar5,u(aly"' ;ar)| o
= ()" > =
; 2k T
s, {N}k <5 P ’>
= (=" H( 22@:; —

pkr



Fenedeis o Using Okounkov-Olshanski,
Schur et
matrices

aléatoires <|Zu(0)|2k (5328%)»{)(/\/)
<|Zu(0)‘2k u(N)

s ({N}k> Or---Orsp(ar, - 7af)|aj:0

= (-i)" > T a
o, 5: ({N}k) <5H,p<1r)>5r
= (i)"Y KT

pkr

* ) dim
= (—1)" Z “u ({;\L}Tld H

ukr




Fenedeis o Using Okounkov-Olshanski,
Schur et
matrices

HFeisties <]ZU(0)|2k (5258§>r>u(N)
(lzu@P*),
st ({NY<) 01 Orsu(ar, -, ar)], _
:(—i)’Z“( ) 12“;1 =

5: {N}k P
= (=) ( 22<<T52 s

pkr

* <) dim
=(—i)rz%({z<}¢>yd -

ukr
_ 1 (=N7Tp)k1p)
_”!ZH(M)Q 2k T

pkr




Fenedeis o Using Okounkov-Olshanski,
Schur et
matrices

aléatoires b( ) r
<’ZU(0)|2k (2(8)) >U(N)
2k
(lzu@P*),
N 5 ({N}k> O - Orsu(ar, - 7ar)|aj:0
=) ; 2k 1 p
s () (e,
. 5% ({N}) dim p
=07 H(szl
ukr

_ 1 (=NTu)(k1w)
R |

pkr 2k T H

with a condition that 0 < r < 2k.
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Fonctions de
Schur et
matrices
aléatoires

Basics about
partitions slide

transpose

SN

s(U) = 0 when length
rectangle < Nk >
Frobenius

vect

sort

ones

character symmetric group
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