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Chapitre 1

Variétés algébriques affines et
projectives

1.1 Généralités sur les anneaux. Anneaux de poly-
ndémes

Cette section donne une introduction et des rappels sur quelques propriétés des
anneaux (commutatifs).

1.1.1 Idéaux

Soit A un anneau (commutatif). Le cas ou A est Panneau k[xq,...,z,| des
polynoémes en n variables sur un corps k£ nous est fondamental pour la suite.

Définition 1.1.1. Une partie I C A est un idéal de A si I est un sous-groupe de
A pour ’addition et si, pour tout z € I et tout a € A, on a ax € I.

Exemples :
1. I={0},1=A.
2. Pour n € Z on définit nZ = {x € Z,n |z}, qui est un idéal de Z.

3. Si § C A est une partie finie de A, on définit I’idéal de A engendré par
S comme ’ensemble des sommes finies :

(S)={z= Zsiai,si € S,a; € A}.

4. Soient I,J C A des idéaux dans A. On vérifie que les ensembles suivants
sont des idéaux dans A :

(a) I+J={x+yxeclyecJ}
(b) I-J l'idéal engendré par {zy,z € I,y € J};
(c) INJ={ze€Alxreletzel}



(d) Si I C A est un idéal, on définit le radical de [
VI ={ae€ Ala™ e I pour certain m > 1}.

On vérifie que VT est un idéal de A.

Si I C A est un idéal, considérons ’ensemble des classes a, ol a € A et
a={a+z,xel};

deux telles classes a et b ) sont égales si a —b € I. Cet ensemble, muni des opérations
a+b=a-+beta-b=abforme un anneau, appelé ’anneau quotient A/].

Exemples :

1. k[z]/(x) ~ k;

klz,yl/(x) ~ k[y];

la classe Z dans k[z]/(z?) vérifie 72 = 0;

Rlz]/(z* 4+ 1) ~ C;

si f: A — B est un homomorphisme surjectif d’anneaux, alors I = ker(f)
est un idéal de A et on a A/I ~ B.

AR N

Définition 1.1.2. Un idéal I est premier si A/I est un anneau intégre. Un idéal
I est maximal si A/ est un corps.

On a un énoncé suivant, dont la preuve découle du lemme de Zorn :

Théoréme 1.1.3 (Krull). Tout idéal I # A d’un anneau A est inclus dans un
idéal mazimal.

Dans le cas de I’'anneau de polynomes sur un corps algébriquement clos on peut
donner une liste exacte des idéaux maximaux :

Théoréme 1.1.4. Soit k un corps algébriguement clos. Tout idéal mazimal m de
klxy,...,z,] est de la forme m = (x1 —aq, ..., 2, — a,) o ay,...,a, € k.

On donnera la preuve de ce résultat a la fin de cette section.

1.1.2 Anneaux principaux, factoriels, noethériens.

Définition 1.1.5. Un anneau A est principal s’il est intégre et si tous ses idéaux
sont de la forme (z) =z A avec x € A.

Exemples :



1. Z;

2. k[x] ou k est un corps.

Pour A un anneau principal on a un analogue du théoréme de Bézout :

Théoréme 1.1.6. Soit A un anneau principal. Soient a,b € A. Alors a et b sont
premiers entre eux si et seulement si (a,b) = A, i.e. s’il existe u,v € A tels que
ua +vb = 1.

Remarque. Par définition a et b sont premiers entre eux si pour tout ¢ € A qui
divise a (i.e. a = ca’ avec a’ € A) et qui divise b, on a que ¢ est inversible.

La notion d’un anneau factoriel généralise la décomposition en facteurs premiers

dans Z.

Définition 1.1.7. Soit A un anneau et soit p € A un élément qui n’est pas inver-
sible. On dit que p est irréductible si

p =ab avec a,b € A = a ou b est inversible.

Définition 1.1.8. Un anneau intégre A est dit factoriel si tout élément non nul
a € A peut s’écrire de fagcon unique, & une permutation de facteurs et & une multi-
plication par des inversibles prés, comme

a=upy...,Pn,

ou u € A est inversible et py,...p, sont des éléments irréductibles.

Exemples et propriétés :

1. Z est factoriel ;

2. k[x] est factoriel;

3. plus généralement, un anneau principal est factoriel ;
4

. si A est un anneau factoriel, alors 'anneau A[x] est aussi factoriel (c’est un
théoréeme assez difficile) ; en particulier, k[z1, ..., x,] est factoriel.

5. Dans un anneau factoriel on a un analogue de lemme de Gauss : si A est un
anneau factoriel, a,b,c € A, alors on a

clab, (c,a) =1= c|b.

6. Dans un anneau factoriel A pour p € A irréductible I'idéal (p) est premier.



Définition 1.1.9. Soit A un anneau et soit M un A-module. On dit que M est
noethérien si toute suite croissante M; C My C ... M, C ... de sous-modules de
M est stationnaire. Un anneau A est dit noethérien si A est noethérien en tant
que A-module, i.e. si toute suite croissante I; C I C ... I, C ... d'idéaux de A est
stationnaire.

Proposition 1.1.10. Un A-module M est noethérien si et seulement si tout sous-
module de M peut étre engendré par un nombre fini d’éléments. En particulier, un
anneau A est noethérien si et seulement si tout idéal de A peut étre engendré par
un nombre fini d’éléments.

La preuve est laissée en exercice.

Exemples :

1. Soit M un A-module. Si M est noethérien, alors tout sous A-module de M
est noethérien, tout quotient de M est noethérien et tout module de type
fini sur M est noethérien.

2. Un théoreme de Hilbert dit que si A est un anneau noethérien, alors I’anneau
Alx] est aussi noethérien, en particulier, k[x1, . .., x,] est noethérien. Il résulte
alors de 'exemple précédent que si B est une A-algébre de type fini, alors B
est un anneau noethérien : en effet, B est un quotient de Alzy,...x,] (voir
ci-dessous).

3. L’anneau A = k[x;];en n’est pas noethérien. Le corps des fractions K de A,
étant un corps, est noethérien. Ceci montre qu’un sous-anneau d’un anneau
noethérien n’est pas nécessairement noethérien.

1.1.3 Notions de finitude

Définition 1.1.11. Soit K/k une extension de corps (non nécessairement finie).
Soit a € K. On dit que « est algébrique sur k s'il existe un polynéme P € kx|
non nul, tel que P(a) = 0. Dans le cas contraire on dit que « est transcendant.

Définition 1.1.12. Soit £ un corps et soit A une k-algébre. On dit que les éléments
ai,...,a, € A sont algébriquement indépendants si pour tout polynéme P €
klxi,...,zn) la condition P(ay,...,a,) =0 implique P = 0.

Définition 1.1.13. Soit A un anneau et soit B une A-algébre. On dit que B est
de type fini sur A si B est engendrée, en tant que A-algébre, par un nombre fini
d’éléments : B ~ Alzy,...,x,] (o les éléments (z;)1<;<, ne sont pas nécessairement
algébriquement indépendants). On dit que B est une A-algébre finie si B est de
type fini en tant qu'un A-module, i.e. B est engendrée par un nombre fini d’éléments
en tant qu'un A-module : B ~ Az{ + ... + Ax,.

Exemple.



1. Sik est un corps et K = k(x) est une extension algébrique de k engendrée par
z, alors K est un k-module de type fini. En effet, si P(z) = 2™ +a, 2" ' +
...+ a1 + ag est un polyndéme minimal de z, alors K est engendré par
1,z,...2" L.

2. Soit A un anneau. Si B est une A-algébre de type fini (resp. finie) et C' est
une B-algébre de type fini (resp. finie), alors C' est une A-algébre de type
fini (resp. finie).

Proposition 1.1.14. Soient A C B C C des anneaux tels que
(i) A est un anneau noethérien,
(i1) C est une A-algébre de type fini,
(11i) C est un B-module de type fini.

Alors B est une A-algébre de type fini.

Démonstration. Soient xq,...,x, les éléments de C' qui engendrent C' comme A-
algeébre. Soient vy, ...,y € C' qui engendrent C' comme B-module :

C =By, + ...+ By,.

On peut donc écrire, pour tous 1 < 4,5 < n :

m
T = Z birys
t=1
avec by € B et

Yi Y = Z CijtYt-
t=1

Soit B’ C B un sous-anneau engendré sur A par les familles (b;) et (¢;j). Puisque
B’ est de type fini sur A et A est un anneau noethérien, on a que B’ est noethérien
(voir les exemples ci-dessus). Par construction, C' est engendré par yi, . .. y,, en tant
que B’-module. On a donc que C', vu comme B’-module, est noethérien. Puisque B
est un sous-module de C', on déduit que B est engendré par un nombre fini d’élé-
ments, en tant que B’-module : B = B'd; + ...+ B'd,. On obtient que B est une
A-algebre de type fini, engendrée par les familles (b;;) et (c;jt) et (d;). O

Remarque 1.1.15. Dans le cas des k-algébres, le lemme de normalisation de Noe-
ther (dont la preuve est nettement plus difficile) donne une structure plus précise :
soit k£ un corps et soit A une k-algébre de type fini. Alors il existe yq,...y, € A
algébriquement indépendants, tels que A est une k[yi, . . ., y,]-algébre finie.

Preuve du théoréme 1.1.4. Soit K = k[xy,...,x,]/m. L’énoncé du théoréme

est équivalent &
K =Ek[xy,...,z,)/m ~E.

En effet, il suffit de prendre pour a; 'image de z; par I'isomorphisme ci-dessus.
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Ensuite, puisque k est algébriquement clos, il suffit de montrer que K est algé-
brique sur k. Quitte a réordonner, on peut supposer que x1,...x, € K sont algébri-
quement indépendants sur k et que .1, ...z, sont algébriques sur k(zy,...,z,),
i.e. K est un k(zy,...,z,)-module de type fini. Si r = 0, le théoréme est démontré.
Supposons que 7 > 0.

D’aprés la proposition 1.1.14, appliquée a B = k(z1,...2,), C = K et A =k,
B est une k-algébre de type fini. On écrit

B=Fk[z,...,z
avec Py )
i\ T1,y...Tp
2i=———5= P,Q; € klry,...7,].
Qi(x1, ... x,) ¢ = |
Soit f € k[xy,...,z,] irréductible. On a &+ € B. Comme B = k[zy, ...z, on peut

. f . . . . . .
écrire 1/f comme un polynéme en z;, en particulier, cela implique que f divise

au moins un des ;. Or il n’y a qu'un nombre fini de polynémes qui vérifie cette
propriété. Puisque k est algébriquement clos, il est en particulier infini. On a donc
une famille infinie (z — a),ex de polynomes irréductibles sur k, contradiction. [

1.2 Variétés affines, Nullstellensatz

Soit k£ un corps. On identifie l'espace affine A} avec ’ensemble £". Une variété
algébrique affine sur k est une partie de £ définie comme ’ensemble des zéros d’une
famille de polynémes de k[zq,...,x,] :

Définition 1.2.1. Pour [ un idéal de k[xq, ..., z,] on pose
V(I)=Az=(21,...,2,) €K"| f(x) =0Vf € I}

la variété algébrique affine définie par I.

Sifi,..., fm € k[x1,. .., 2,] est une famille finie de polynémes, on écrit V(f1, ..., fim)
au lieu de V((f1,..., fm)). Notons que toute variété algébrique est de cette forme
car 'anneau k[z1, ..., x,] est noethérien.

Les variétés affines que 'on considére en géométrie algébrique sont associées
a des idéaux dans k[zi,...,x,]. On dit que X est une variété algébrique affine
quand on considére une variété X = V(1) et I'idéal I qui définit X ; I’ensemble des
points rationnels X (k) C k™ d’une variété X signifie que 1'on considére une variété
X (k) = V(I) mais l'on oublie la donnée de I. Si K/k est une extension de k on
écrit X(K) =V (Ig) C K™ ou I C K|xy,...,x,] est un idéal engendré par I.

Notons que si k n’est pas algébriquement clos, alors 'ensemble V' (I) peut étre
vide : par exemple, pour I = (22 +y*+1) C R[z,y]. Sik =Cet I = (f) ou f € k[z]



est un polynéme non constant, le théoréme fondamental d’algebre dit que V(1) est
non vide. Dans le cas de polynémes en plusieurs variables, on a un énoncé analogue :

Théoréme 1.2.2. [Nullstellensatz faible]| Soit k un corps algébriquement clos
et soit I un idéal de k|xy,...,x,), I # (1). Alors 'ensemble V (I) est non vide.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Krull, I'idéal I est contenu dans un idéal
maximal m, qui est de la forme m = (1 —ay, ..., 2z, —a,) d’aprés 1.1.4. On a V(m)
est non vide, donc V(1) est non vide lui aussi. O

Définition 1.2.3. Pour X un sous-ensemble de k™ on pose

I(X)={f €klx,...,x,), f(x) =0Vz € X}

I’idéal de X.

Notons que /(X)) est bien un idéal : si f € I(X) et g € k[z1,...,z,), alors le
polynome fg s’annule en tout point de X.

Proposition 1.2.4. 1. Soient I,J des idéaux de k[xy, ..., x,].
(o) ICJ=V(J)CVI);
(b)) V(II)NV(J)=V({I+J);
(¢) V(IHUV(])=V{I-J)=V({INJ).
2. 81 X CY sont des sous-ensembles de k™, alors I(Y) C 1(X).
3. Si J est un idéal de k[xy,...,x,], alors J C I(V(J)).
4. St X C k"™ est une variété algebmque alors X =V (I(X)).

Démonstration. Motrons 1(b) et 1(c), les autres propriétés découlent immédiate-
ment des définitions.

1(b). Soit x € V(I) NV (J). On a alors f(z) = 0 et g(z) = 0 pour tous f € [
et g € J. Dot h(x) = 0 pour tout h € I + J. Inversement, si h(z) = 0 pour tout
h € I+ J, on a en particulier que f(x) =0 et g(z) = 0 pour tous f € [ et g € J,
donc z € V(I) NV (J).

1(c). Soit x € V(1)U V(J). On a alors soit f(x) = 0 pour tout f € I, soit
g(z) = 0 pour tout g € J. Dot h(x) = 0 pour tout h € I -J (resp. pour tout
h € I N J). Inversement, supposons h(z) = 0 pour tout h € I -J (resp. tout
helInld).Six¢ V(I),il existe f € V(I) tel que f(x) # 0. Soit g € J. Comme
fg€-J (resp. dans I N J), on déduit g(z) = 0. Donc x € V(J). O

D’aprés les propriétés précédentes, les ensembles V' (I) sont les fermés d’une
topologie, dite la topologie de Zariski sur k. Si X C k" est une variété algé-
brique affine, on appelle la topologie induite sur X la topologie de Zariski sur X.



Notons qu’on n’a pas nécessairement d’égalité J = I(V(J)). En effet, on peut
avoir deux types de problémes :

1. si J # +/J (i.e. J n'est pas radical) : par exemple, pour J = (z2) un idéal
dans k[z], on a I(V(J)) = (x);

2. si k n’est pas algébriquement clos : par exemple, pour J = (22 +?) un idéal
dans R[z,y], on a I[(V(J)) = (z,y).

Le théoréme des zéros de Hilbert dit que ces deux problémes sont essentiellement
les seuls.

Théoréme 1.2.5. [Nullstellensatz] Soit k un corps algébriquement clos et soit J
un idéal de klxy, ..., x,]. Alors I(V(J)) =/ J.

Démonstration. On déduit le théoréme de la version faible. Cet argument est di a
Artin et Tate. Soit f € I(V(J)), i.e. f s’annule pour tous les zéros communs de J.
Considérons l'idéal J' de klxy, ..., py1] :

J/ = (fEn+1f — 17 J)

On a alors V(J') = (). D’aprés Nullstellensatz faible, 1 € J’, autrement dit, on peut
écrire dans 'anneau quotient A = k[z1, ..., x,1]/(Tpaf — 1) :

1= Z b;a;
avec b; € J,a; € A, d’oll en regroupant les termes :
l=cy+c1Tpp1 + ...+ 'y
avec ¢; € J. Puisque z,,,1f — 1 =0 dans A, cela donne
ff=cof"+af™ .+,

autrement dit, f"—c= 0ot c=cof"+c, f" 1 +...+cn € J. Puisque application
naturelle k[zq,...,x,] — A est injective, on déduit f™ — ¢ = 0 dans k[z1, ..., x,],
d’ou f™ € J. O

Remarque 1.2.6. Notons que si J = [(X), alors J = VJ st f™ e J, alors
(f(x))™ =0 pour tout z € X, d’ou f(z) =0 pour tout z € X, ie. f € J.

On a donc introduit les objets de la catégorie des variétés algébriques affines sur
un corps k. De facon générale, on s’intéresse aussi a comprendre les morphismes
entre tels objets.

Définition 1.2.7. Soit X une variété algébrique dans k™. Une fonction polyno-
miale sur X est une restriction d’une fonction dans k[zy,...,z,] & X. Si Y est une
autre variété algébrique dans k™, une application f : X — Y est polynomiale si
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chacune des applications coordonnées 1’est.

Notons qu’une fonction polynomiale X — Y est continue pour la topologie de
Zariski : si Z = V(I)NY C Y est un fermé ou [ est un idéal de kfyi, ..., Ym)
engendré par (hy,...h,), alors f74(Z) = X NV (hyo f,...h, o f) est un fermé de
X.

Proposition 1.2.8. L’algebre des fonctions polynomiales sur X est l’algébre

k[X] = k[xq,...,2,])/1(X).

Démonstration. Soient f,g € klx1,...,x,] deux polyndémes qui induisent les mémes
applications polynomiales sur X. On a donc f — g = 0 en tout point de X, d’ou
f—gel(X). O

Soit f: X — Y une application polynomiale entre deux variétés affines définies
sur un corps k. On définit une application f* : k[Y] — k[X] par

f{(P)=Pof

ott P (resp. Po f) est la classe de P (resp. P o f) dans k[Y] (resp. k[X]). Cette
application est effectivement bien définie : si P, — P, € I(Y) alors pour tout z € X,

on a Py(f(z)) = Pa(f(x)) car f(z) €Y.

Proposition 1.2.9. Soient X,Y deux variétés affines. Soit g : k[Y] — k[X] un
morphisme d’algébres. Il existe une application polynomiale f : X — Y telle que

g=r"

Démonstration. On écrit k[X]| = k[z1,...,2z,)/I(X) et k[Y] = kly1, ..., ym)/I(Y)
par la proposition précédente. Soit G le morphisme composé

Elyis - Ym) = Ky, syl JIY) 2 Kz, 0]/ T(X).

Soit f; = G(y;). Soit P; € k[xy,...,z,] tel que f; = P,. Posons f = (Pi,..., Py).
Car f*(y;) = P; = g(y;) par construction, il suffit de voir que f est a valeurs dans
Y.

Soit = (ay,...,a,) € X et soit h € I(Y'), on a

h(f(z)) = h(Pi(ar,...,an),..., Pu(al,...ay)).

Pour tout ¢ =1,...,m on a que la valeur Pi(ay,...,a,) ne dépend que de la classe
P, de P; dans k[X]. Comme P; = G(y;) on obtient

h(f(2)) = h(G), ..., Glya)) (a1, - .. an) =
= |G est un homomorphisme d’algebres | = Gh(y1, ... ym)(a1,...,a,) = 0.

donc f(x) e V(I(Y)) =Y. O
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Définition 1.2.10. Soit X une variété algébrique affine. On dit que X est irré-
ductible si

X=XjUX,, X, Xsfermésde X = X = X; ou X = X5,

Une variété X est irréductible si et seulement si I'idéal 1(X) est premier (voir
les exercices). On a donc que 'anneau k[X]| est intégre. On appelle le corps des
fonctions de X le corps des fractions k(X) de 'anneau k[X] : les éléments de k(X))
sont des fractions f/g avec f,g € k[X] et f/g = f1/g1 si et seulement si fg; = fig.

1.3

1.

Exercices

Soit A un anneau. Montrer qu'un idéal I de A est maximal si et seulement
si pour tout idéal J contenant I on a soit J = I, soit J = A.

Montrer qu'un anneau A est noethérien si et seulement si tout idéal de A
peut étre engendré par un nombre fini d’éléments.

Montrer que 'anneau A = Z[v/—5] = Z[X]/(X? + 5) n’est pas factoriel.

4. Montrer que l'ensemble X = {(z,z) € R? z # 1} n’est pas une variété

algébrique affine dans R2.

Soit J = (2? +y*> — 1,y — 1).

(a) Determiner V(.J).

(b) Trouver une fonction f € I(V(J)) telle que f ¢ J.
(c¢) Determiner I(V(J)).

6. Rappelons qu'un espace topologique X est dit irréductible si

X:F1UF2, FhFQ fermés de X :>F1:XOU FQZX

(a) Montrer que X est irréductible si et seulement si pour tous Up, Uy C X
ouverts non vides, 'intersection U; N U, est non vide.

(b) Montrer que X est irréductible si et seulement si tout ouvert U de X est
dense dans X.

(c) Montrer que si X est irréductible, alors tout ouvert non vide U de X est
irréductible lui aussi.

(d) Soit X = V(I) une variété algebrique de k™. Montrer que X, munie de
la topologie de Zariski, est irréductible ssi I(X) est premier.

(e) Soit X = V(I) une variété algebrique de k™. Montrer que 1'on peut écrire
X =X1U...UX,, ou X, sont des variétés affines irréductibles, X; g_ X;
si i # j et que cette écriture est unique & une permutation prés.

(f) Trouver les composantes irréductibles des variétés suivantes :
i V(y,y* —xz) C A}
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i, V(z(y —2*+1),y(y —2*+ 1)) C AL
i, V(2?) C A2
7. Soit X = V(2% — yz,xz —x) C A}. Trouver les composantes irréductibles de
X et les idéaux qui définissent chacune de composantes.
8. Décrire 'ensemble V(I) pour I = (z? +y*> — 1) N (y — 2 — z?) un idéal de
k[x,y] dans le cas ou k = R ou C.

9. Montrer que le polynéme f(z,y) = y*> — z(z — 1)(z + 1) € k[x,y] est irré-
ductible sur tout corps. En déduire que X = V(f) est irréductible. Faire un
dessin dans le cas k = R.

10. Soit k un corps algébriquement clos. Déterminer les idéaux I(X) des variétés
affines

(a) X =V(z%y, (z - 1)(y + 1)*);
(b) X =V(z —zy,y* + 22 — 2?%).

11. (a) Soit f € k[x,y] un polynéme irréductible. Montrer que le polynoéme f,
vu comme un polyndéme en une variable y a coefficients dans k(z) et un
polynome irréductible dans k(z)[y].

(b) Déterminer I(X) pour X =V (zy® + 23y — 22 + y).
12. (a) Soit X = V(y — x?). Montrer que k[X] est isomorphe & 'anneau des
polyndmes en une variable.

(b) Soit X = V(zy — 1). Montrer que k[X] n’est pas isomorphe a I'anneau
des polyndémes en une variable.

13. Soit k un corps qui n’est pas algébriquement clos.

(a) Montrer qu’il existe un polynome f € k[x,y] tel que V(f) = (0,0). En
déduire par récurrence que pour tout n > 0 il existe un polynéme F €
klxy, ..., x,) tel que V(F) = (0,...,0).

(b) Si X est une variété affine sur k, montrer que X peut étre définie par une
seule équation.

14. Soit k un corps algébriquement clos.

(a) Soient f,g € k[z,y] ou f est un polyndéme irréductible et g n’est pas
divisible par f.

i. Montrer qu’il existe u, v € k[z,y| et h € k[x]\{0} tels que uf+vg = h.

ii. En déduire que les courbes V(f) et V(g) ne s’intersectent qu’en un
nombre fini de points.

(b) Soit I un idéal premier de k[x,y]. Montrer que soit I = (f) avec f un
polynéme irréductible, soit I est maximal.

15. (Groupes algébriques) Soit k£ un corps algébriquement clos.

(a) Montrer que le polynéme determinant det(z;;)i1<i<n1<j<n €St un poly-
nome irréductible en n? variables.

(b) Montrer que GL,(k) est un ouvert Zariski de M, (k) ~ k™.
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(c)

16. (a)

(b)

Montrer que pour tout 0 < r < n ’ensemble M, des matrices de rang au
plus 7 est un fermé algébrique irréductible de M.

Soient V' C k™ et W C k™ deux variétés algébriques affines. Montrer que
X =V x W est aussi une variété algébrique affine.

Soit A C V x V la diagonale donnée par A = {(x,z),x € V}. Montrer
que A est une sous-variété fermée de V' x V. En déduire que la topologie
de Zariski sur V' x V n’est pas le produit de topologies de Zariski sur
chacun des facteurs.

Soient p : X — Vet ¢ : X — W deux projections. Montrer que p et
q sont des applications polynomiales. Determiner les applications p* :
k[V] — k[X] et ¢* : K]W] — k[X].

Soit Z C V x {w} C V x W un fermé. Montrer que la projection Z’ de
Z sur V est une sous-variété de V' isomorphe a Z.

Soient k un corps algébriquement clos, V, W deux variétés affines irréduc-
tibles. Montrer que le produit V' x W est une variété irréductible.
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Chapitre 2

Variétés projectives, courbes planes
et courbes elliptiques

2.1 Variétés projectives

Soit k£ un corps. On peut voir I'espace projectif P} comme I’ensemble des droites
dans k™! qui passent par 0. Plus précisément, soit ~ une relation d’équivalence sur
k™! ot I'on pose

x ~ gy si et seulement si x = \y, A € k.

Définition 2.1.1. L’espace projectif P} est défini comme le quotient

PP = k"t — {0}/ ~ .

Pour (o, ...z,) € k"™ — {0} on note [xg : ... : z,] le point de P} correspondant.

Si f € k[xog,...,x,] est un polynéme homogéne de degré d, on a par définition
fQAzo, ..., Az,) = X f(zg,...,2,). On définit alors les variétés projectives comme
les lieux des zéros dans P} de polynémes homogénes dans k|xo, .. ., z,].

Définition 2.1.2. Un idéal I de k[xo,...,x,| est homogéne si I = (fi,..., fm)
ou f;, 1 <i < m sont des polynémes homogénes.

On vérifie facilement que I est homogéne si et seulement si pour tout f € I les
composantes homogénes de f sont aussi dans I.

Définition 2.1.3. Pour [ un idéal homogéne de k|xo, ..., z,| on pose
Vo(l)={e=[zo:...:2,) € P} | f(zx) =0Vf eI}

la variété algébrique projective définie par I.
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Définition 2.1.4. Pour X un sous-ensemble de P} on pose
L(X) ={f € k[xo,...,x,] homogeéne , f(z) =0Vz € X}
I’idéal de X.

Exemples.
1. L’hyperplan H dans P} est défini comme le lieu des zéros d’une forme
linéaire en zg, ..., x, :

H =Vy(apzo + ...+ apzy),

ou les coefficients a; € k ne sont pas tous nuls.

2. Plus généralement, I’hypersurface de degré d dans P} est définie comme le
lieu des zéros d'un polynéme homogene de degré d en x, ..., T,.

3. Si V. = V,(I) une variété projective dans P}, on appelle le cone C (V)
de V la variété affine dans A} définie par C(V) = V(I). On vérifie que
L,(V) = I(C(V)).

De méme comme dans le cas affine, on a les propriétés suivantes :

Proposition 2.1.5. 1. Soient I,J des idéaur homogénes de k|xg, ..., x,]. On
aICJ = Vy(J)C V().

St X CY sont des sous-ensembles de P}, alors I,(Y) C I,(X).

St X C P} est une variété algébrique, alors X = V,(1,(X)).

Si J est un idéal homogéne de k[xo, ..., x,), alors J C L,(V,(J)).

Si k est infini et V =V (I) est une variété projective dans P}, alors 1,(V) =
H(cw)).

SAERNINCIR

Démonstration. Montrons la derniére propriété, les autres sont analogues au cas
affine. L’inclusion 1,(V) C I(C(V)) est évidente. Soit f € I(C(V)). Ecrivons f =
> fa € klzo,...,x,] ou les fy sont les composantes homogenes de f. Puisque V/
est une variété projective, si (zg,...,x,) € C(V), alors pour tout A € k on a
(Azg, ..., x,) € C(V), i.e. le polynome

g(N) = f(Axo, . Azn) = Y M falwo, .., w)

s’annule en tout A € k. Puisque k est infini, f4(xo,...,2,) = 0 pour tout d, i.e. les
composantes homogenes de f sont dans I(C(V)), d’ou I(C(V)) C L,(V). O

Cartes affines de P}. Soit ¢; : A} — P}, i =0,...,nlemorphisme (xy,...,2,) —
(xy: oo iwimy o Loy oooxy). Il est clair que Despace P} est recouvert par les
images des applications ¢;. Par ailleurs, soit U; C P} l'ouvert {x; # 0} : c’est le
complémentaire de 'hyperplan z; = 0. Soit

g ey 3 g eey

<$0 Ti—1 Ti41 l‘n)

wlUZ%AfNCﬂolﬁ)l—}
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On voit immédiatement que 1; est un isomorphisme, dont 'inverse est I’application
®;. On appelle alors U; les cartes affines de P}.

Un polynéme homogeéne f(xo,...,z,) de degré d induit une application po-
lynomiale f; sur U; donnée par f;(xo,...,x;—1,1, 211, 2,). Inversement, si f €
klxy,...x,] un polynéme de degré d, on appelle la homogénisation de f le poly-

noéme homogene
v Xz
f(zoy. .. xn) :a:gf(x—o,...,x—Z).

On peut bien str faire une construction analogue avec x; a la place de xg.

Si I est un idéal homogéne dans k[xo, . .. x,], on s’intéresse aussi a savoir si V()
est non vide. Il est clair que cela n’est pas le cas si [ = (xq,...,x,) ou méme si
I = (x7,...,20). Une version projective du théoréme de Hilbert des zéros dit que
sur un corps algébriquement clos ce sont les seuls tels exemples :

Théoréme 2.1.6 (Nullstellensatz homogéne). Soit k un corps algébriquement
clos et soit I un idéal homogéne de k[zo, ..., x,].

(i) Vo(I) =0 < Ir >0, (zo,...,2,)" CI;

(ii) si Vy(I) # 0, alors I,(V,(I)) = VT

Démonstration. (i) L’implication < est immédiate. Montrons 'implication =.
OnaV,(I) =0« C(V) ={(0,...,0) € k"*}. D’apres le Nullstellensatz
affine, cela est équivalent & dire que VI = (x1,...,2,), ce qui implique que

Ir >0, (zg,...,x,)" C I
(i) SiV,(I) # 0, ona I,(V) = I(C(V)) = /I par 2.1.5 et par le Nullstellensatz
affine.
[l

Exemples de morphismes. Soit (fo, ... f;) une famille d’applications polyno-
miales homogénes de degré d en n variables xg, ..., x,, a coefficients dans un corps
k. Si les polynémes f; n’ont pas de zéros communs (zg, ..., x,) 7 (0,...,0) (si k est
algébriquement clos, cela revient a dire que 'idéal (x,...,z,)" est contenu dans
I'idéal engendré par fi,..., f), alors on peut définir une application

F:Pp =Pl (xg:...:xn) = (folxo:oooxn),y oot f(To, ..o 2n)).

Plus généralement, soient X C P} et Y C P deux variétés projectives. Si
XNV (fo,...fm) =10 et si pour tout x € X on a (fo(z),..., fm(z)) € Y, alors on
peut définir une application

F:X =Y (xo:...:2) = (folxo,...xn) : oot fn(o, ... 20)).

Exemples :
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1. Soit V' C P% une hypersurface de degré 2 (une conique) donnée par I'équation
2?2 +y*—22 = 0. On a un morphisme P! — V, (u : v) — (u*—0v?, 2uv, u*+v?).

2. Soit k = F, un corps fini et soit V' C P} une variété projective. On définit le
morphisme de Frobenius par Fr:V — V, (zg:...:2,) — (xf ... 29).

3. Soit P=(0:...:0:1) € P¢. Une droite L C P} qui passe par le point P
est 'image d'un morphisme P}, — P?, [u : v] — (apu : aju. .. : a,_qu : v),
elle est donc déterminée par la donnée de (ag : ... : a,_1). L'ensemble des
droites dans [P} qui passent par un point donné est donc l'espace projectif
de dimension n — 1.

Dans ce cours on va considérer des variétés affines, projectives ou leurs produits.
Une motivation pour s’intéresser & des variétés projectives (plutot qu’a des variétés
affines) est le théoréme suivant qui permet de donner le nombre exact de points
d’interesection de deux courbes dans le plan projectif (ce qui n’est pas vérifié dans
le cas de A} car on peut par exemple avoir deux droites paralléles. )

Théoréme 2.1.7 (Théoréme de Bézout). Soient k un corps algébriquement clos et
C1, Cy deux courbes projectives définies par des équations homogenes de degrés dy
et dy dans ]P’i. Alors le nombre de points d’intersection de Cy et Cy comptés avec
les multiplicités, est égal a dids.

Dans la suite nous verrons la preuve de ce théoréme dans le cas ou C] est une
droite ou une conique. Ces deux cas sont utilisés pour définir la loi de groupe sur
les points d’une courbe elliptique.

2.2 Courbes elliptiques : premiéres propriétés

Une image. Supposons qu’on a une pyramide formée de n boules. Si la pyramide
s’écrase, peut-on arranger les boules dans un carré?

Si I'on note z la hauteur de la pyramide, on voit facilement que ’on cherche des
solutions entiéres de I'équation y? = z(z + 1)(2x + 1) /6. Cette équation définit une
courbe élliptique. On peut montrer que les seules solutions entiéres sont (1,1) et
(24, 70).

Soient k un corps et C' C P2 une courbe plane définie par une équation homogene
F(X,Y,Z)=0.

Définition 2.2.1. La courbe C est lisse en un point P € C si
(OF/0X(P),0F/0Y (P),0F/0Z(P)) # (0,0,0).
Si c’est le cas, la droite tangente & C' au point P est la droite

oF oF oF
8_X(P)X + a_Y(P)Y +—=(P)Z =0.

18



La courbe C est lisse si elle est lisse en tout point.

De maniére générale, on définit une courbe elliptique comme une courbe plane
lisse E définie par une équation homogene de degré 3 et qui admet un point :
E(k) # (). On peut montrer qu’une telle courbe peut étre définie par 1’équation sui-
vante, dite la forme de Wierstrass de E, ce que I'on prendra comme définition
pour ce cours.

Définition 2.2.2. Une courbe elliptique F est une courbe plane définie par une
équation
Y27 = X3 +aXZ? +07°%, avec 4a® + 27b* # 0. (2.1)

On a effectivement que E(k) # ). Le point Og = (0: 1:0) est dans E. On appelle
A = —(4a® + 27b%) le discriminant de E.
Suivant le contexte, on appelle aussi courbe elliptique une courbe affine définie
par une équation

v =2"+ar+b (2.2)

avec les mémes conditions sur a et b. C’est U'ouvert {Z # 0} de la courbe donnée
par ’équation (2.1). Le complémentaire de cet ouvert ne contient qu’'un seul point
Opg. Les conditions sur a et b sont justifiées par le lemme suivant :

Lemme 2.2.3. (1) La courbe plane C' définie par une équation Y*Z = X3 +
aX 7?4+ bZ3 est lisse si et seulement si A = —(4a® + 27b%) # 0.

(ii) Soient ey, ez, e3 les racines de f(x) = 23+ ax+b dans une cloture algébrique
kdek : f(x)=(x—e)(x—e)(x—e3). Alors

A = [(e1 —ea)(er — e3)(e2 — e3)]”.

Démonstration. Laissée en exercice. OJ

Pour P un point d’une courbe elliptique F on écrit P = (Xp : Yp : Zp) dans les
coordonnées projectives (2.1) ou P = (zp,yp) dans les coordonnées affines (2.2),
si P # Opg. Le résultat fondamental dans la théorie des courbes elliptiques est que
les points d’une courbe elliptique forment un groupe abélien. Cela est aussi la base
pour des applications cryptographiques.

La loi de groupe : définition. Soit E une courbe elliptique donnée par une
équation affine (2.2). Soient P # @ € E(k). Puisque F est définie par une équation
de degré 3, la droite L coupe FE en troisiéme point R (cf. lemme 2.3.1 et la remarque
apres), eventuellement R = Og. On pose P 4+ Q = —R ot le point —R est le point
(Xgr : =Yg : Zg). Si P = @ on prend pour L la droite tangente en P. On pose
également P+ Og = Og+ P, Og + Og = Og.

Théoréme 2.2.4. L’ensemble E(k) muni de la loi ci-dessus forme un groupe abélien
avec 'élément neutre Of.
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Démonstration. D’aprés la définition, il est évident que la loi ci-dessus est commu-
tative, admet 1’élément neutre Og et pour out P on a l'inverse —P. On démontre
I’associativité dans la section suivante, pour ce faire on aura besoin de quelques
résultats de la géométrie projective. O

On peut aussi décrire explicitement les formules de la loi de groupe sur une
courbe elliptique :

Proposition 2.2.5. Soient P,Q) € E(k) les points distincts de Op.
1. —P= (.Tp, _yP) ;
2. 81 P=Q soit \=(3z% +a)/2yp et p=1yp — Mxp. Alors

P+Q:()\2—1’13—1‘@,—)\3—{—)\(37134-1'@)—,u).

2 2
. . _ yp—yo . _ _ TptrpIQtIHta
3. St P+# Q@ soit A\ = p— et jp =yp — M\wp. Alors X\ = pp—=

P+Q=(\—zp—12q,—\ + \Nxp+1z0) — p).

Démonstration. L’expression de —P est immédiate d’apres la définition. Soit L la
droite PQ si P # @ et la droite tangente & E en P, si P = (). D’aprés la définition
de A et p, la droite L est donnée par I'équation y = Ax + p. Soit R le troisieme
point d’intersection de la droite L avec la courbe E. On a P + Q = (zg, —yr). La
coordonnée du point R est une solution de

0=a24+ax+b— (Av+p)® =2° - N2> + (a — 2 \p)z + (b — u?).

Puisque zp et zg vérifient cette équation, on déduit les expressions de la troisiéme
solution comme dans ’énoncé. O]

Les formules suivantes nous séront utilles pour la suite :

2(xptag)(atzprg)+4b
(xp—1q)* '

Proposition 2.2.6. 1. xpyg +xp_ =

(rpro—a)’—4b(zptag)
(rp—2q)®
rh—2ax%—8bx p+a?
4(x%4axp+b)

2. Tp+QTp-Q =

3. Top =

Démonstration. On vérifie les identités de la proposition en utilisant les formules
explicites pour la loi de groupe 2.2.5. O

2.3 Un peu de géométrie projective et 1’associati-
vité de la loi de groupe

Dans cette section k est un corps algébriquement clos. On commence par dé-
montrer les deux premiers cas du théoréme de Bézout.
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Lemme 2.3.1. Soit C C P2 une courbe définie par un polynéme homogéne de degré
d et soit L C P? une droite ne pas contenue dans C' (en tant qu’une composante).
Alors C'N L est composé de d points comptés avec multiplicités.

Démonstration. Soient F(X,Y,Z) = 0 I’équation homogene de degré d qui définit
la courbe C' et aX + bY + ¢Z = 0 ’équation de la droite L. Quitte & permuter les
coordonnées, on peut supposer que a # 0 et que I’équation de la droite est donc
X = =bVY — dZ. Le polynome f(Y,Z) = F(=VY — dZ,)Y,Z) est un polynoéme
homogéne non nul (car L n’est pas contenue dans C') de degré d. Comme k est
algébriquement clos, on a donc une factorisation

FY,2) = alY — au2)™ (2.3)

avec » m; = d. Les points d’intersection de L et C' sont donnés par la condition
f(Y,Z) =0, on a donc Y m; = d de tels points. ]

Remarque. Supposons que k£ n’est pas algébriquement clos. Si C, L et d — 1
points d’intersections de L et C sont définis sur k, alors dans la démonstration
ci-dessus f(Y, Z) admet un facteur de degré d — 1 défini sur k. On a donc que la
décomposition (2.3) vaut sur k et tous les d points d’intersection de L et C' sont
définis sur k.

Lemme 2.3.2. Soit C C P% une courbe définie par un polynéme homogéne de degré
d et soit D C P2 une conique non pas contenue dans C. Alors C' N D est composé
de 2d points comptés avec multiplicités.

Démonstration. Soit F(X,Y, Z) = 0 I’équation homogéne de degré d qui définit la
courbe C'. Si la conique D est réductible, D est I'union de deux droites et I’énoncé
découle du lemme précédent (voir l'exercice 1). Quitte a faire un changement li-
néaire en coordonnées, on peut supposer que la conique est donnée par ’équation
XY —Z? =0, i.e. que D est 'image de morphisme P! — P2 (u:v) — (u?: v* : uv)
(voir lexercice 1). Le polynéome f(u,v) = F(u? v? uv) est un polynome homogéne
non nul (car D n’est pas contenue dans C') de degré 2d. Comme k est algébrique-
ment clos, on a donc une factorisation f(Y,7) = a(Y — a;Z)™ avec Y m; = 2d.
Les points d’intersection de D et C' sont donnés par la condition f(u,v) =0, on a
donc > m; = 2d de tels points. O

Dans les énoncés suivants on s’intéresse a décrire les courbes de degré donné
qui passent par un certain nombre de points donnés. De fagon générale, I’ensemble
des hypersurfaces de degré d dans PY forme aussi un espace projectif, dont les co-
ordonnées correspondent a des coefficients. Par exemple, une conique dans P? est
donnée par une équation homogene ¢(X,Y, Z) = > a;;s X'Y/Z5 avec i + j + s = 2,
on a donc 6 coefficients possibles. On associe a la conique le vecteur de ces coeffi-
cients. L’ensemble de toutes les formes ¢(X,Y, Z) forme donc un espace vectoriel
de dimension 6. Deux formes définisssent la méme conique si elles ne se distinguent
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que par multiplication par un scalaire. L’ensemble des coniques est donc un espace
projectif P?.

Lemme 2.3.3. Soient P, ..., P des points distincts de P%. Il existe une conique
dans P% qui passe par ces points. De plus, si quatre de ces points ne sont jamais
alignés, la conique est unique.

Démonstration. Une conique C' dans P? est donnée par une équation homogene
q(X,Y,Z) = > a;;s XYV Z* avec i+j+s = 2. Le k-espace vectoriel V des coefficients
d’une conique est donc de dimendion 6. La condition que la conique C' de passe par
un point donne une condition linéaire dans cet espace. Les coefficients d’une conique
qui passe par 5 points sont donc les solutions d'un systéme de 5 équations linéaires
dans un espace de dimension 6. On a donc toujours une conique qui passe par 5
points.

Supposons que 3 points, disons P;, P,, P3 sont alignés. Soit L la droite P Ps.
L’équation ¢ de la conique C' est donc divisible par I’équation de L et ¢ s’annule
en P, et Ps. Comme P, et Ps ne sont pas sur L, la conique C' est 'union de deux
droites L U P, Ps5 .

Supposons qu’aucun triplet des points Py, ..., Ps n’est aligné. Soit FPs un point
sur la droite L = P, P, différent de P; et de P,. Supposons que la dimension de k-
espace vectoriel des équations des coniques qui passent par des points Py, ..., P5 est
au moins 2. Il existe alors une conique contenant P, ..., Py, car la condition qu'une
conique passe par un point donné est une condition linéaire. Puisque P;, P», Py sont
alignés, C' est I'union de L et une autre droite, on a donc que P, ..., P5 alignés,
contradiction. O

Lemme 2.3.4. Soient Py, ..., P des points distincts de P2, tels que quatre d’entre
euz ne sont jamais alignés et que sept d’entre eux n’appartiennent jamais a la méme

conique. Soit V le k-espace vectoriel des polyndémes homogenes de degré 3 s’annulant
en Pp,..., Pg. Alors dimV = 2.

Démonstration. Le k-espace vectoriel W des coefficients d’une cubique est de di-
mension 10, ainsi dimV > 10 — 8 = 2. On a les cas suivants & considérer :

1. Supposons que Py, P, P53 sont alignés, soit L la droite correspondante. Soit
Py un point (distinct de P;, P, P3) sur cette droite. L’espace vectoriel des
cubiques qui passent par ces neuf points est de dimension dimV — 1. Si une
cubique C passe par Pi,..., Py, alors l'intersection de C' et L contient au
moins 4 points et C est donc de la forme L UQ pour () une conique. D’aprés
les hypothéses, () contient P, ..., Ps. D’aprés le lemme 2.3.3, il n’existe
qu’une seule telle conique. Ainsi dimV — 1 < 1, d’ou le résultat.

2. Supposons que Py, P, ..., Ps sont sur une conique (). Soit Py un autre point
sur cette conique. On a encore que toute cubique qui contient P, ... Py doit
contenir () et s’écrit donc comme C' = @ U L. D’aprés les hypotheéses, L =
P;Ps. On a donc encore dimV — 1 < 1, d’ou le résultat.
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3. Cas général : trois points parmi P, ..., Ps sont jamais alignés, six points sont
jamais sur une conique. Soient Py, Pjy sur la droite L = P} P, différents de
P, et P,. Supposons dimV > 2. Il existe alors une cubique C' qui passe par

Py, ..., Py, cette cubique contient donc la droite L et elle est donc I'union
de L est d'une conique. On obtient une contradiction avec les hypothéses sur
P, ..., B

O

Lemme 2.3.5. Soient Cy et Cy deux cubiques dans P%. Supposons que Cy est irré-
ductible. Supposons qu’on a neuf points Py, ... Py d’intersection de Cy et Cy, tels que
les points Py, . .., Py sont distincts. St une cubique C' passe par les points Py, . .., P,
alors elle passe par le point Py.

Démonstration. La cubique C} ne contient pas 4 points alignés : d’aprés le lemme
2.3.1, on aurait que C) contient une droite, ce qui n’est pas possible car C; est
irréductible. De méme, C; ne contient pas 7 points sur une conique. Les points
Py, ..., P satisfont donc les hypothéses du lemme 2.3.4 et le k-espace vectoriel des
polynémes homogenes de degré 3 s’annulant en Py, ..., Ps est de dimension 2. Il est
donc engendré par C et C5. Ainsi, I’équation de la cubique C' est une combinaison
linéaire des équations de C} et (5, en particulier, elle s’annule en P. O

La loi de groupe sur une courbe elliptique

Associativité de la loi de groupe : cas général.

On prend P,Q, R € E(k) trois points distincts. On pose

Ly est la droite PQ), T est le troisiéme point d’intersection avec F ;

Ly est la droite TOp, T = —T est le troisiéme point d’intersection avec F ;

L3 est la droite RT", U est le troisiéme point d’intersection avec £ ;

M est la droite QR, S est le troisiéme point d’intersection avec F ;

Mj est la droite SOp, S’ = —S est le troisiéme point d’intersection avec E ;

M3 est la droite PS’, V est le troisiéme point d’intersection avec E ;

D’apres la construction, (P + Q)+ R = —U et P+ (Q + R) = —V et on veut donc
montrer que U = V.

Soient C1 = Ly + My + Lz et Cy = M; + Lo + M3 deux cubiques. On a
ENnC, ={P,Q,R,OpT,T",5,5 U} et ENCy = {P,Q,R,Op,T,T7",5,5,V}.
Supposons que les points P, Q, R,Og,T,T",S, S, U sont tous distincts. D’aprés le
lemme 2.3.5 pour E et (', on a alors U = V. Les cas qui restent sont démontrés
ci-dessous, en utilisant la loi de groupe explicite.

Associativité de la loi de groupe : fin de la preuve. Dans les notations du cas
général, on a démontré ’associativité de la loi de groupe dans le cas ou les points
P .Q,R,OpT,T', 5,5 sont tous distincts. Pour finir la démonstration, il nous reste
a étudier les cas suivants :
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1. Un au moins parmi les points P,Q, R,T,T1",S,S',U,V est le point Op.

(a) SiOp € {P,Q,R},ona (P+Q)+R=P+(Q+ R) d’aprés la définition
de l'addition avec Op.

(b) Supposons qu’aucun des points P, (), R n’est le point Og. D’aprés la
construction, T' = Og ssi 17" = Og. Supposons que c’est le cas. On a donc
Q = —P. 1l s’agit de montrer que R = (P+(—P))+ R = P+ ((—P)+R),
ce qui est clair d’aprés la définition et un argument de symétrie par rap-
port a I'axe y = 0. En effet, soient D la droite qui passe par les points
—P et R, et K le troisiéme point d’intersection de D avec E. On a alors
—P+ R = —K. La droite D’ qui passe par les points P et —K est symé-
trique & D par rapport a 'axe y = 0. Le troisiéme point d’intersection de
D' et E est donc le point — R, ce qui montre que P+ (—K) = R, ce qu’il
fallait démontrer. On vérifie de méme le cas S = Op. Notons que ce cas
implique aussi que pour deux points W et W; de E on a

W =W, & (=P)+W = (=P) + W,.

En effet, 'impication = est évidente et pour 'implication <= on observe
que P+ ((=P)+ W) =(P+ (=P))+ W =W, et de méme pour Wj.

(¢) Supposons que U = Og, i.e. que R = —(P + Q). Il s’agit de montrer que

(P+Q)+(=(P+Q) =P+ (Q+ (=(P+Q))).

La partie gauche vaut Og. On a donc
O = PHQH(-(PHQ)) & ~P = Q+(~(PHQ)) & ~P+(~Q) = ~(P+0Q),

ce qui est immédiat par un argument de symétrie. Le cas V = Op est
analogue.

2. Supposons que

(*)Op ¢ {P,Q,R,T,T",S,5", U, V} et qu'aucune des paires (P, Q), (Q, R), (P+
Q,R),(P,Q + R) ne contient deux points égaux.

Soit EY T'ouvert affine F \ {Og} de la courbe E et soit A la variété affine
E°x EYx E°. D’aprés 'exercice 16 de chapitre 1, la variété A est irréductible
et tout ouvert de A est irréductible. Soit A C A l'ouvert {P # Q,P #
—Q,Q # R,QQ # —R}. D’aprés les formules de la loi explicite, pour tout
(P,Q,R) € A’ les coordonnées des points P + @Q et @) + R sont données
par les formules 2.2.5.3, en particulier zp o = f(zp,zq,yr,yg) ol f =
f1/f2 est une fraction rationnelle avec le dénominateur non nul, de méme
pour ypio = ¢1/¢2. La condition P + @) = R est donc donnée par des
conditions polynomiales f; —zgfs = 0, g1 —yrgo = 0. On a de méme pour la
condition P = @+ R. On en déduit que le lieu des points (P, @, R) € A’ ou la
condition (x) est vérifiée est un ouvert A” de A’. Par le méme argument que
ci-dessus, pour tout (P,Q, R) € A”, on exprime les coordonnées des points
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2.4

P+Q,(P+Q)+R,Q+R, P+(Q+ R) via les formules 2.2.5.3, en particulier,
le lieu des points (P, @, R) € A” tels que (P+ Q)+ R =P+ (Q + R) est un
fermé B de A”. Or ce fermé contient un ouvert correspondant au cas général,
ot tous les points P,Q, R, T = —(P+Q),T' = (P+Q),S =—-(Q+R),5 =
(Q+R),0g,U =—((P+Q)+ R) sont distincts. Puisque A” est irréductible,
tout ouvert est dense, et donc B = A", ce qui montre que pour tous (P, @, R)
satisfaisant (*) ona (P + @)+ R =P+ (Q + R).

Le cas ou les points P, @, R, P + @,() + R ne sont pas tous distincts et
aucun parmi les points P,Q, R, T,T",S,5’,U,V n’est le point O est laissé
en exerice.

]

Exercices

. Soit k un corps algébriquement clos et soit ¢(X, Y, Z) une forme quadratique

en trois variables. Soit = V,(q) C P%. Montrer que soit @ est I'union de
deux droites, soit () est une conique irréductible qui peut étre déinie par une
équation XY — Z2, quitte & faire un changement linéaire en coordonnées.

(Quadriques) Soit k£ un corps. Soit X C P} une quadrique : X est une

variété projective définie par une forme homogeéne ¢(zo, ..., x,) de degré 2.

Supposons que X est lisse : pour tout point P = (xg,...x,) € X 'une au

moins des dérivées dq/0x;(P) est non nulle, dans ce cas le plan tangent a X

en P est donné par l'équation > dq/0z;(P)x; = 0. Supposons que X (k) est

i=0

non vide et fixons un point Py € X (k).

(a) Montrer que I'ensemble des droites L C P} qui passent par le point F
s’identifie & IF’Z_l. Montrer que ’ensemble des droites qui en plus ne sont
pas tangentes a X forme un ouvert Up, C ]P’Z_l.

(b) Montrer quune droite L € Up, coupe X en exactement deux points
distincts : Py et Py

(c¢) En déduire que la projection U — X, L — Py, est bijective sur son image.

3. (La cubique gauche) Soit k un corps infini, soit ® : P} — P? le morphisme

O(z,y) = (2%, 2%y, 2y*, y*)

et soit X l'image de .

(a) Montrer que X =V (I)ou I = (XT -YZ,Y? - XZ, Z> —YT) dans les
coordonnées homogenes (X : Y : Z: T) de P5.

(b) Montrer que I(X) = I (on peut commencer par montrer que tout f €
k[X,Y, X, T] homogeéne s’écrit modulo I comme f = a(X,T)+b(X,T)Y +
X, T)Z).
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(c) Montrer que I ne peut pas étre engendré par deux générateurs.

(d) Montrer que X peut s’écrire comme X = V(Z% — YT, P) ou P est un
polynéme homogene de degré trois qu’on précisera.

(Correction :

(a) On vérifie immédiatement que si x € X, alors « € V/(I). Inversement,
soitx=(X:Y:Z:T)e V(). Si X #0, on trouve Z/X = (Y/X)? et
T/X =(Y/X)(Z/X) = (Y/X)? don z € X. On vérifie de méme le cas
T # 0. Enfin, les conditions X = T = 0 impliquent ¥ = Z = 0, ce qui
n’est pas possible.

(b) Soit f € k[X,Y, Z,T] un polyndéme homogéne. Notons que, modulo I, on
peut écrire f sous la forme

f=aX,T)+bX,T)Y 4+ (X, T)Z

(pour le voir, modulo I on peut remplacer d’abord Y Z par XT dans tous
les mondmes qui contiennet Y Z, de sorte qu’aucun monoéme contient Y
et Z au méme temps. Ensuite on remplace Y™ par (XZ)™ et Y*™*! par
XmZmY = X™mHZm=1T et de méme pour les puissances de Z. Aprés
ces deux opérations on a encore qu’aucun monodme contient Y et Z au
méme temps et le dégré en Y et en Z a diminué. On continue jusqu’a ce
que I'on n’obtient que des facteurs linéaires.) Si f s’annule en tout point
de X, on a donc a(u?, v®) + b(u?, v3)u?v + c(u?, v¥)uv? pour tous u,v € k.
Puisque k£ est infini, cela implique que tous les coefficients des polynoémes
a,b.c sont nuls, d’ou f € I.

(c) Supposons le contraire. Supposons I = (f,g) Comme I ne contient pas
de polynoémes avec des termes linéaires non nuls, on a de méme pour f
et g. Ecrivons

f=Fh+feg=gp+yd,
ol fs,gs sont homogénes de degré 2, et f/, ¢’ sont de degré plus grand.
On peut donc exprimer XT — Y Z, Y? — XZ et Z? — YT comme des
combinaisons linéaires de f5 et gs ; ils sont donc linéairement dépendants.
Contradiction.

(d) On vérifie que
F=X(XT-YZ)+Y(Y?-XZ)=Y3-2XYZ + X*T

convient. Soit J =V (Z2—-YT,F). Si (X :Y :Z:T) € V(J),ona:si
T = 0 on obtient Z =0 et Y = 0 et on obtient bien un point de X ; si
T#0onaY/T=(Z/T)* et (X/T — (Z/T)*)?=0,dou X/T = (Z)T)3
et on obtient bien un point de X. On en déduit que V' (J) = X.)

4. (Plongement de Segre) Montrer que I'application P? x Py — Pptmtn
définie par

(o : v mp), (Mo 1+ YUm)) = (Ti¥))o<i<n,0<j<m
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donne une bijection entre Py x P}* et une sous-variété algébrique fermée de
Py x Py

5. Montrer que la cubique
Y?Z = X°+ AXZ* + BZ?

est lisse si et seulement si 443 + 27B% # 0.

6. Soit k un corps algébriquement clos et soit E une courbe elliptique sur £
définie par 'équation 3> = 23 + azx + b. Ecrivons f(z) = 2° +arx +b =
(x —e1)(x — e3)(x — e3). Montrer que le déterminant A = —(4a® + 276?) de
E s’écrit comme

A = [(e1 —e)(er —e3)(ea —e3)]”.
7. Soit k un corps algébriquement clos.

(a) Soit E une courbe elliptique sur k& donnée par I'équation y? = 23+ Ax+ B.
Montrer que (z,y) — (z, —y) est un homomorphisme (de groupes) de FE
dans lui-méme.

(b) Soit E une courbe elliptique sur k donnée par I'équation y? = 2° + B.
Montrer que (x,y) — ((x, —y), ot (> = 1 une racine primitive de I'unité,
est un endomorphisme de E.

(c) Soit E une courbe elliptique sur k& donnée par I'équation y* = x3 + Az.
Montrer que (z,y) — (—x,iy) est un endomorphisme de E dans lui-
meéme.

8. [j-invariant| Soit & un corps algébriquement clos de caractéristique dif-
férente de 2 ou 3. Soit F une courbe elliptique donnée par une équation
y? = 2® + Ax + B. Définissons le j-invariant de E par la formule

4A3

= J(E) = 1728——— |
i=i(E) 4A% 1 27B2

(a) Soient E; deux courbes elliptiques données par des équations y? = x°® +
A;z + B;. Montrer que si j(E;) = j(E»), alors il existe p € K, p # 0 tel
que Ay = A, et By = ubB,.

(b) En déduire que 'application zy = p?zy, yo = p3y; induit un isomorphisme
(de groupes) entre E; et Es.

9. (a) Soit E une courbe elliptique sur un corps k (de caractéristique différente
de 2) définie par I'équation y* = (z —e;)(z — e2)(x — e3). Determiner tous
les points d’ordre 2 de E. En déduire la structure du groupe E[2] = {P €
E(k),2P = 0}.

(b) Soit a € Z un entier qui n’est divisible par aucune puissance quatriéme
(sauf 1) et soit £ une courbe elliptique y? = 2 + az. On se propose de
trouver tous les points d’ordre 2" de E(Q).

i. Déterminer tous les points d’ordre 2.
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ii. Soient (z,y), (u,v) € E avec (x,y) = 2(u,v). Montrer que z = (u? —
a)?/4v?.

iii. Soit P un point d’ordre 2. Montrer que P = 2@ implique a = 4.
Trouver les points d’ordre 4.

iv. Conclure.

10. Soit E une courbe elliptique sur un corps algébriquement clos k (de caracté-
ristique différente de 3). Montrer que le sous-groupe E[3] = {P,3P = 0} de
E est isomorphe au groupe Z/3 & Z/3.
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Chapitre 3

Courbes elliptiques sur les corps finis

Soit £ une courbe elliptique définie sur un corps fini I, de cardinal ¢ = p™ avec p
premier. Le théoréme célébre de Hasse permet d’estimer le nombre (fini) des points
E(F,) :

Théoréme 3.0.1. [Hasse| Soit E une courbe elliptique définie sur un corps fini
F, de cardinal q. Alors

[#EF,) —q—1] <2/

On sait aussi' que pour tout entier a premier a p et tel que |a| < 2,/q il existe
une courbe elliptique E sur F, avec #E(F,) =q¢+1—a.

On commence par une approche qui vient de la théorie analytique des nombres
qui permet de donner une preuve relativement élémentaire de ce théoréme dans
deux cas particuliers : ¢ = p et E donnée par y?> = 2®> + D ou y?> = 23 — Dz, ou D
est un entier non nul.

3.1 Caractéres, sommes de Gauss et Jacobi.

Définition 3.1.1. Un caractére multiplicatif sur F, est une application y : F) —
C* telle que x(ab) = x(a)x(b).

Proposition 3.1.2. Soit x un caractére multiplicatif et soit a € Fy,. Alors
(i) x(1) = 1;
(11) x(a)’~' =1, i.e. x(a) est une racine p — 1-iéme de ['unité ;
(iii) x(a™") = x(a)~" = x(a).

Démonstration. (i) On utilise que x(1) = x(1) - x(1) et que x(1) # 0 d’aprés la
définition d'un caractere.
(ii) Pour a € F, on a ¢! = 1. On a donc (x(a))’' = x(a*™') = x(1) =1
d’aprés (7).

1. ce résultat utilise des méthodes élaborées et ne pourrait pas étre présentée dans le contexte
de ce cours.

29



(iii) On a x(a)x(a™) = x(aa™!) = 1, don x(a™") = x(a)™". Dapres (i),
Ix(a)|* = x(a)x(a) = 1.

O
Exemples :

1. le symbole de Legendre (a/p) est un caractére;
2. le caractére trivial : €(a) = 1 pour tout a € FF;.

3. Rappelons que F} est un groupe cyclique d’ordre p — 1. Soit g un générateur
de ce groupe. Pour définir un caractere multiplicatif sur IF,, il suffit de donner
sa valeur en g. On définit un caractére A : 5 — C par A(g) = ¢*™/@=1 (on
a donc A(gF) = e2™*/®=1) On a AP"' =1: Ag)P™' = AgP™') = A(1) = 1.
De plus, si n est tel que A» = 1 on a A(g)" = A(g") = >™/®=) =1 on a
donc nécessairement p — 1 |n.

4. On peut étendre un caractére x sur I, en posant : x(0) = 0 si x # € et
x(0) =1six #e.

L’ensemble des caractéres forme un groupe : si y, A sont deux caractéres, on pose
(xA)(a) = x(a)A(a) et x'(a) = (x(a)) ™"

Proposition 3.1.3. Le groupe des caractéres est un groupe cyclique d’ordre p — 1.
Sia €Ty, a# 1, alors il existe un caractére x tel que x(a) # 1.

Démonstration. D’aprés 'exemple 3 ci-dessus, un caractére x est déterminé par
sa valeur x(g) et d’aprés la proposition 3.1.2, x(g) est une racine (p — 1)-iéme de
I'unité. On a donc qu’on a au plus p — 1 caractéres. Toujours d’aprés 'exemple 3,

les caractéres €, A\, A2, ..., \?~! sont tous distincts, ce sont donc exactement les p — 1
caractéres sur I, et le groupe des caracteres est cyclique. Si a € F;,a # 1, alors
Aa) # 1. O

Proposition 3.1.4. (i) pour x # € un caractére multiplicatif on a Zaer x(a) =
O.

(it) pour a € Fy,a#1 ona ) x(a)=0.

Démonstration. (i) Comme x # ¢, il existe b € I, tel que x(b) # 1. On vérifie

que x(b) Zaele x(a) = Zaer x(a), dou Zaele x(a) = 0.
(ii) D’aprés la proposition précédente il existe un caracére A tel que A(a) # 1.

On a donc A(a) >, x(a) = >, x(a) =0.

O
Les deux énoncés qui suivent expliquent comment on peut utiliser les caractéres
pour résoudre des équations sur IF,,.

Lemme 3.1.5. Soit a € IF;;.
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1. L’éguation ™ = a admet une solution si et seulement si a® /% = 1 ow
d=(n,p—1).

2. Supposons que n|p — 1. Si l’équation x™ = a n’admet pas de solution, alors
il existe un caractere x tel que x(a) # 1 et X" = e.

Démonstration. 1. Résulte du fait que le groupe F, est cyclique d’ordre (p—1).

2. Soient g et A comme dans 'exemple 3 ci-dessus. Soit n’ = p — 1/n. Soit
x = \%. On a donc x"* = €. Ecrivons a = ¢°, on a que n ne divise pas s
d’aprés la condition que I'équation ™ = a n’admet pas de solution. On en
déduit x(a) = x(g)* = >™/M) £ 1.

m

Proposition 3.1.6. Soit a € F;. Soit n un entier tel que n|p — 1. Soit N(z" = a)
le nombre des solutions dans F,, de I’équation ™ = a. On a

N(z" =a) = Z x(a).

X, x" =€

Démonstration. 1. Sia=0alors N(z" =a)=1et > ._ x(0)=1 car pour
tout caractére x # €, x(0) = 0.

2. Supposons que ’équation z" = a admet une solution : a = b™. Notons que,
puisque le groupe des caractéres est cyclique, on a exatement n caractéres
tels que x" = €. Pour un tel caractére y on a x(a) = x(b") = x(b)" = x"(b) =
€(b)=1.Onadonc ) .. x(a)=n=N(@"=a).

3. Supposons que l'équation 2" = a n’admet pas de solution. Soit x comme
dans la partie 2 de la proposition ci-dessus. On a x(a)> ./ m_ X' (a) =
Doy X(a), dott 30 i X' (a) =0 car x(a) # 1.

O
Définition 3.1.7. Soit x un caractére de F, et soit a € F,. Soit ( = €*™/P. On
définit
ga(X) = > x(t)¢"
teF,

la somme de Gauss du caractére x. On définit g(x) = g1(x).

x(@Ngi(x) a#0,x#e

0 0,x =
Lemme 3.1.8. ¢,(x) = 0 Z ZA O’ii 4 E
P a=0,xy =¢.

Démonstration. 1. Supposons a # 0, x # €. Alors x(a)ga(x) = ZteFP x(at)¢ =
gix-
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2. Supposons a # 0, x = €. Alors go(X) = X iep, ¢t = % —0.

3. Supposons a = 0,x # €. Alors g,(x) = Zter x(t) = 0 par la proposition
3.1.4.

4. Supposons a = 0, x = €. Alors ga(x) = >_;cp, 1

Proposition 3.1.9. Si x # ¢, |g(x)| = /P

Démonstration. On pose S(x) =Y, 9a(X)ga(X). Par le lemme ci-dessus, pour a # 0
on a

9.(X)9a(x) = x(a™")x(a)g(x)g(x) = |9(x)I*.

Comme go(x) = 0 par le lemme ci-dessus, on a S(x) = (p — 1)|g(x)
=Y O x(wx()ge.
Or) ,(“=psic=0et ), ("= j =0 si ¢ # 0. On obtient
=Y > xwx(@)d(u,v)p = (p— )p.

On a donc (p — 1)|g(x)|* = (p — 1)p, d’ott le résultat.

. Par ailleurs,

]

Définition 3.1.10. Soient x et A des caractéres de F,. La somme de Jacobi J(x, \)
est définie par J(x, A) = >, 1 x(a)A(D).
Proposition 3.1.11. Soient x et A des caractéres de IF,,.

(i) J(e,€) =p;

(11) pour x # €, on a J(e,x) =0;

(iii) pour x # €, on a J(x,x™) = —x(-1);

o) 50 9000
(iv) si x\ # € alors J(x,\) = PO

(v) si x\ # € alors |J(x, \)| = \/p-

Démonstration. L’assertion (i) est immédiate, 1'assertion (i7) résulte de la proposi-
tion 3.1.4, 'assertion (v) résulte de (iv). Montrons (iii). On a

Joox ) =D xlax ') = > xla/b) =) x(a/1—a) = [c=1/1-d] =

a+b=1 a+b=1,b#0 a#l

Z x(c) = [par 3.1.4] = —x(—1).



Montrons (iv). On a

= x(@¢ > Am)¢h) =
= Zx (BT =) x(@)A®))¢!

¢t atb=t
Sit=0,onay  x(aA(—a)=A(-1 )Z (xA)(a) = 0 par la proposition 3.1.4. Si
E40, 018 T M(@AD) = Ty X@OABE) = (A1) (x, A). On a done
900)9(A) = 22, (A1) T (x, A) = T (x; A)g(xA).- 0

3.2 Théoréme de Hasse : cas particuliers.

321 Cas E:y*=2>+D

Soit p > 5 un premier et soit £ une courbe elliptique définie sur F,, par I’équation
homogene y?z = 2 + Dz, D # 0. Soit N, I'ensemble des points E(F,). Comme F
a un point a l'infini, on a

N, =1+ N(y* = 2" + D).
On a deux cas & considérer :

1. Supposons p = 2(mod 3). Alors (p —1,3) = 1 et application z — 22 est un
automorphisme de Fi. Pour a = y? fixé, équation z* = a> — D admet une
unique solution. Ainsi N(y?> =2*+ D) =pet N, =1+ p.

2. p = 1(mod 3). Soit x un caractére multiplicatif d’ordre 3 et p un caractére

multiplicatif d’ordre 2 sur F;. On a

Ny’ =4"+D)= Y  N(y*=a)N(* = —b) = [par 3.1.6]

= Y (L4 p(a) L+ x(=b) + x*(~b)) =
=p+ > pla)x®)+ Y pla)x’(b) = [a= Da',b= D]

=p+px(D)J(p,x) + px(D)J(p, x)-
Puisque [J(p, x)| = y/p d’apreés la proposition 3.1.11, on déduit [N, —1—p| <

2./p. O

3.2.2 Cas E:y*=2%—Dx

Soit E une courbe elliptique sur F,, p > 2, définie par 1'équation homogene
y?’z = a® — Dx2?, avec D # 0. Soit N, I'ensemble des points E(F,). Comme dans

le cas précédent, on a
N, =1+ N(y* = 2* — Dx).
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Lemme 3.2.1. Soit C la courbe affine y*> = 2 — Dz et soit C' la courbe affine
u? = v+ 4D. Soit
T:A* - A?
u+v? v(u+0v?)
2 7 2

U,V

et soit

S A% 5 A2

2

$,y&—>2$—y— y.

x? x

Alors T envoie C' dans C et S enoie C'\ {0,0} dans C'. De plus, la restriction
T oS|C\{0,0} est lidentité sur C' et la restriction de SoT a C" est l'identité sur
C.

Démonstration. Vérification immédiate d’apres les définitions des applications 1" et
S. m

Soit N = N(u* = v* +4D). D’aprés le lemme ci-dessus, N, = 2+ N’. On a
deux cas a considérer :

1. Supposons p = 3(mod 4). Alors —1 n’est pas un carré, i.e. tout élément
a € F, s’écrit comme a = £b?. En particulier, a® = b*, i.e. tout carré est une
puissance 4éme. Ainsi N’ = N(y? = v*+4D) = N(u? =v?*+4D) =p—1et
N,=24+N'=1+p.

2. p=1(mod 4). Soit A un caractére multiplicatif d’ordre 4 et p = A%, On a

N@W =v*+4D)= Y N’ =a)N(@v' = -b) = [car J(p,p) = 1] =

=p—14+XN—=4D)J(p,\) + N(—=4D)J(p, A).
Puisque [J(p, )| = \/p d’aprés la proposition 3.1.11, on déduit [N, —1—p| <

2./p. O

3.3 Endomorphismes

Dans cette section k est un corps algébriquement clos.

Définition 3.3.1. Soit F une courbe elliptique définie sur k. On définit un endo-
morphisme de E comme une application o : £ — FE donnée par des fonctions
rationnelles et qui vérifie

a(P+ Q) = a(P) + a(Q).
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Si E est donnée par 1’équation affine (2.2), on peut donc écrire

a(z,y) = (Ri(z,y), Ra(2,9)),

Dans ce qui suit, on va exprimer « de fagon plus simple et en particulier définir
« dans les points ou le dénominateur de R; ou de Ry s’annule (en coordonnées
projectives. )

Puisque (z,y) € E, on peut supposer que les fractions Ry, Rs n’ont pas de terme
en y? et écrire

Ry(e) < @) @y (@) + ()6 (@) — a@)y) _ rila) + iy

qi(z) + g(z)y  (qi(2))? — (gh(2))*(2® + az +b) q'(z)
pour certains polynémes ¢, 75, ¢'.
Ensuite, puisque « est un endomorphisme, on a «a(x,—y) = —a(x,y) doi

Ry(xz,—y) = Ri(z,y) et Ry(x,—y) = —Ra(x,y). On en déduit que l'on peut écrire

q(x)” t(x)

avec p,q,7,t € k[z] tels que p,q n'ont pas de racine commune et s,¢ n’ont pas de
racine commune.

Définition 3.3.2. On définit le degré de « par

olz,y) = (B 2Dy, (3.1)

dega = max{degp(x),deg q(z).}
On dit que « est séparable si la derivée de la fraction p(x)/q(x) n’est pas identi-

quement nulle.

On va maintenant définir a aux points ot le dénominateur ¢(z) ou ¢(x) s’annule.
Puisque a(x,y) € E on a

(27 + ax + b)s(x)® _ p()* + ap(x)q(x)® + bg(w)”

t(x)? N q(x)?

On a en particulier ’égalité

(2° + azx + b)s(z)*q(x)’ = (p(x)® + ap(x)q(x)® + bg(x))t(x)?

en tout point x tel que g(x)t(x) # 0. Puisque I'ensemble des racines de t et ¢ est
un ensemble fini et £ est algébriquement clos, I’égalité ci-dessus est vraie pour tout
x € k. Ecrivons

fx) =2 +az’ + b= (v —e)(x —e3)(x — e3).

Soit S C {e1, €2, e3} Pensemble des racines communes de () et z° 4+ ax+b. Puisque
t(x) et s(z) n’ont pas de racines communes et le polynome z* + ax + b n’a que des
racines simples, on déduit que ¢(z) = u(z)?* [[g(z —¢;) et t(x) = u(z)® [[g(x — ).
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On peut donc écrire o dans les coordonnées projectives :

a(z,y) = (p(x)u(x) H(x —e;) 1 s(x)y u(z)? H(a: —e;)?). (3.2)

S S

Sig(x) # 0onau(x)® [[¢(x—e;)* # 0 d’apres ce qui précede et donc a(z, y) est
bien défini. Si ¢(x) = 0, on pose a(x,y) = Og. Ceci peut étre justifié comme suit. Si
q(z) =0,0n a s(z) #0.Siy #0, alors a(z,y) = O d’aprés la formule ci-dessus.
Siy =0, on aalors z = ¢;,7 € S. On utilise alors que y? = [[(x — e;) pour réécrire

a(z,y) = (p(x)u(z)y : s(x) [ [(z —e) @)y [ [ (2 =€),
i¢s s

d’out 'on voit encore que a(z,y) = Og.

Les deux énoncés qui suivent sont importants pour les applications :

Proposition 3.3.3. Soit a un endomorphisme non nul d’une courbe elliptique E.
On a alors
(i) si a est séparable, alors deg a est égal au cardinal de ’ensemble ker(«) ;
(i1) si o nest pas séparable, alors deg o > #ker(«) ;

Démonstration. On écrit « dans la forme (3.1). Soient r(z) = %, ro(z) = ‘:((g
(i) Si « est séparable, la fonction 7} (x) n’est pas identiquement nulle, en parti-

culier p'q — pqg’ n’est pas un polynéme nul. Soit

S={zek (p'q—pd)q(z) =0}

On a que S est un ensemble fini. On observe que la fonction r(x) prend
une infinité de valeurs, en particulier, il existe P = (¢,d) € E(k) un point
distinct de O tel que

1. ¢#0,d#0,c ¢ 1r1(S5), (c,d) € a(E(k))

2. deg (p(x) — cq(z)) = deg ().
Soit

§"={(x0, yo) € E(k) [ a(wo,50) = (¢, d).}
On va montrer que 'ensemble S” contient exactement deg(a) éléments. En
effet, si (zo,y0) € S, on a % = c et yora(zg) = d. Puisque (¢,d) # Op
et d # 0, on a que ry(xg) # 0 est bien défini et yy = ?‘io). On a donc que
le cardinal de S est le nombre d’éléments zy € k tels que p(xo) = cq(zo)
Puisque deg (p(z) — cq(x)) = deg (), il suffit de montrer que le polynéme
p(x) — cq(z) n’a que des racines simples. Sinon, il existe z; € k tel que
p(z1) = cq(xq), p'(z1) = ¢¢'(z1), donc x; est une racine du polynéme p'q—pq’
(car ¢ # 0), d’ou ¢ € r1(5), contradiction avec le choix de ¢. On a donc que
#S' = #ker(a) = deg a.
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(ii) Ce cas est analogue a (i) avec la différence que le polynéme p(z) — cq(x) a
des racines multiples et donc #ker(a) < deg a.
]

Proposition 3.3.4. Soit a un endomorphisme non nul d’une courbe elliptique F.
Alors a: E — E est une application surjective.

Démonstration. Le point P = Og est I'image de Og. Soit P = (¢, d) un point de
E différent de Og. On cherche (z,y) tels que a(z,y) = (¢,d). On écrit a dans la
forme (3.1). Soit h(x) = p(x) — cq(x). On a deux cas :

1. Si h(x) n’est pas un polyndme constant, soit xy une racine de h. Si g(x¢) = 0,
alors p(xy) = 0 et on obtient une contradiction avec le fait que p et ¢ n’ont
pas de racines communes. On a donc g(xg) # 0. Soit yy une des racines de
T3+ axo+b. D’apres (3.2), on a a(zg, yo) = (¢, d’) pour d’ € k. Comme (c, d’)
est un point de E, on a d = £d’ et donc (¢, d) = a(zg, £yo).

2. Supposons que h(x) est un polyndme constant. La fraction % n’est pas

constante (en effet, ker(a) est fini d’aprés la proposition précédente, E(k)
est infini, on a donc un nombre fini de points dont I'image par a est un
point fixé¢). On a donc au plus un élément ¢ € k tel que p(z) — cq(x) est un
polyndéme constant. D’apreés le cas précédent, on a donc au plus deux points
(¢,d) et (¢, —d) qui ne sont pas dans 'image de « (avec d*> = ¢ + ac + b).
Soit (c1,dy) € E(k) tel que (c1,dy) + (¢,d) # (¢, £d’). On a donc que (¢y,d;)
et (c1,d1) + (¢, d) sont dans 'image de «, et donc (¢, d) 'est aussi puisque «
est un endomorphisme.

]

Notons qu’étant donné un endomorphisme o : £ — FE, cela peut étre assez tech-
nique de determiner le degré de «, ainsi que si « est séparable. Si o, §: E — E sont
deux endomorphismes, alors on définit leurs somme par la formule (o + 5)(P) =
a(P)+ p(P). Comme 'addition des points sur une courbe elliptique est donnée par
des fractions rationnelles, on voit que « + 3 est bien un endomorphisme de E. De
facon analogue, on définit une combinaison linéaire d’endomorphismes. On dispose
aussi d'une formule pour determiner son degré (voir les exercices pour la preuve) :

Proposition 3.3.5. Soient a, § deux endomorphismes non nuls d’une courbe ellip-
tique E. Soient r, s deux entiers. Alors

degra + sB = r*deg o+ s*deg B+ rs(dega + 3 — deg a — deg f3).

Dans les exemples qui suivent, on donne quelques applications, en admettant
des résultats sur la séparabilité et le degré.
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3.3.1 Endomorphisme de Frobenius et théoréme de Hasse

Soit k une cloture algébrique du corps fini [F, a ¢ = p" éléments. Le morphisme
de Frobenius ¢, sur k est I'application z +— z?. Pour z,y € k on a (v + y)? =
29 4+ y?, donc ¢, est bien un homomorphisme (de groupes additifs). De plus, par
construction, le corps [, est le corps de décomposition du polynéme z? — z, d’ott

relF, e ¢ ) =2x. (3.3)

Soit E : y* = 2 4+ ax + b une courbe ellitique définie sur F,. Comme a? = a et
b? = b, on a pour tout P = (z,y) € E(k),

v = (2% +ax +b)? = 2% +ax? + b, ie (29, y7) € E(k).

En utilisant les formules de la loi explicite (Proposition 2.2.5), on montre de
meéme que ¢, induit un endomorphisme de F

Pqlx,y) = (29,y)
qu’on appelle aussi endomorphisme de Frobenius. La condition (3.3) donne
Pe E(F,) < ¢,(P)=P.

On voit donc que
E(F,) = ker(¢, — 1). (3.4)

D’aprées la définition, on voit que ’endormorphisme de Frobenius ¢, n’est pas
séparable et que deg ¢, = ¢q. Plus généralement, soient r, s des entiers non nuls. On
peut montrer que I'endomorphisme r¢, — s est séparable si et seulement si p ne
divise pas s.

Avec les résultats sur les endomorphismes ci-dessus, on peut maintenant donner
la preuve du théoréme de Hasse.

Démonstration du théoreme 3.0.1.
On a E(F,) = ker(¢, — 1) d’apres (3.4). Comme le morphisme ¢, — 1 est sépa-
rable, la proposition 3.3.3 donne deg(¢, — 1) = #ker(¢, — 1) Soit
ag=q+1—#E[F,) =q+1—deg(p, —1).

Soient r, s deux entiers avec (s,¢) = 1. On a donc que 'endomorphisme r¢, — s est
séparable de degré (voir proposition 3.3.5)

degro, — s =r’q+ s> +rs(deg (¢, — 1) — q — 1) = r’q + s* + rsa,.
Puisque deg T¢q — s > 0 pour tous r, s, on a

AN r
1>Oo
Q<8) aqs =
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Or les rationnels ~ avec (s, q) = 1 sont denses dans R. On a donc qr’ —ar+1>0
pour tout x € R. On obtient donc pour le discriminant :

a2—4q§0,

d’ott |aq| < 2,/4, ce qui termine la preuve du théoréme de Hasse. O

Soit E : y* = 2% + ax + b une courbe elliptique sur F,. Les propriétés du
morphisme de Frobenius permettent d’estimer le nombre de points dans E(F,n)
pour toute extension de F,. On a le résultat suivant (pour la preuve voir l'exercice
6) :

Théoréme 3.3.6. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps fini F, et soit
ag=q+1—#E(F,).

1. On a ¢ — agp,+q=0.
2

2. Soient o, B les racines du polynome x° —aq,x+q. Alors a, B sont des nombres
complexes conjugués de valeur absolue \/q. Pour tout n >0 on a

#EFp)=q"+1—(a"+ ).
3. La fonction zéta de la courbe

Z(E/F,,T) = exp(3_ #B(Fy) ).

. . 1—agT+qT*?
est la fonction rationnelle (1—:/:1)(TqT)'

Soit X une variété projective, définie sur un corps fini F,. On a une notion de
lissité, qui généralise celle pour les courbes planes. On dispose aussi de la notion
de dimension (pour les coubes planes, la dimension vaut 1.) Supposons que X est
lisse, de dimension n. On définit la fonction zéta de X par

Z(X/F,, T) = cap(Y" #X (Fy) ).

Les conjectures de Weil affirment que cette fonction est une fonction ration-
nelle : Z(X/F,,T) € Q(T') qui vérifie :
1. (équation fonctionnelle) Z(X/F,, 1/¢"T) = +¢N/*T<Z(X/F,,T) pour cer-
tain entier €;

2. (hypothése de Riemann) Z(X/F,,T) = P(?T()T;Q“('%ﬁ;;(f()m avec Py(T) =1 —
b;

T,Pon(T) =1—q¢"T et P(T) = [[(1—ayT), 0 < i < 2N, avec |a;j| = ¢'/2.

Jj=1

Ces conjectures ont été démontrées en toute généralité par Deligne dans les
années 1970.
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3.3.2 Points de torsion

Soit E une courbe elliptique sur k£ (on suppose toujours que le corps k est
algébriquement clos). Soit n > 2 un entier. La multiplication par n donne un en-
domorphisme -n : E — E. De la méme maniére que pour la multiplication par 2,
on peut donner des formules récursives explicites qui expriment nP = (x,p, y,p) en
termes de P = (zp,yp). Plus précisément, on a I’énoncé suivant (voir ’exercice 8) :

Proposition 3.3.7. (i) 1l existe des polynomes ¢p, Vn, w, avec (¢n,1,) = 1 tels

que

On(z) walz,y)

V()2 ()3

(ii) Le terme de degré supérieur de ¢, (z) est 2", le terme de degré supérieur
de () est n2a™ L.

(i1i)) On anP = O < P,(x) =0

nP = ( ).

On voit alors que le degré de l'endomorpsime de multiplication par n sur F
est n? et que c’est un morphisme séparable si et seulement si n est premier a la
caractéristique de k. On définit le groupe des points de n-torsion de F :

E[n] = {P € E,nP = Og)}.

Il est remarquable que I’'on peut determiner la structure de ce groupe pour toute
courbe elliptique, indépendamment du corps k :

Théoréme 3.3.8. (1) Si (n,car.k) =1, alors Eln| =Z/n & Z/n.
(i) Sip = car.k|n, alors E[n] = Z/n'@®Z/n’ ou E[n] = Z/n®Z/n’, oun = p'n’
et (n',p)=1.

Démonstration. (i) D’apreés les propriéteés ci-dessus et la proposition 3.3.3, E[n] =
deg (-n) = n?. Le groupe E[n] est un groupe abélien fini d’ordre n?. D’aprés
le théoréme de structure, on a donc

Enl=Z/n1 ®Z/ns® ... d7Z/ns

avec n;|ni11,1 < i < s— 1. Soit [ un premier qui divise ny. On a donc [*
divise l'ordre de E[n]. Or #E[l] = [2. On obtient s = 2 et

E[n] =Z/n1 ® Z/ng, ni|ns.
Par ailleurs, ce groupe est annulé par n, d’oit ng|n. Comme #E[n] = n? =
ning, on déduit que n; = ny = n.

(ii)) On va d’abord determiner la structure du groupe E[p®] pour tout s > 0.
Comme le morphisme de multiplication par p n’est pas séparable, #FE[p] <
p?. Tout élément de E|[p] est d’ordre 1 ou p, on a donc #E[p] est une puissance
de p, et donc c’est 1 ou p. Si #E[p] = 1, alors #FE[p*| = 1 pour tout s > 0
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(on utilise que si Q € E[p?], alors p* 'Q € Elp]). Supposons #E[p] = p.
Soit @ € E[p*]. On a donc pQ € E[p*~!]. Par récurrence, E[p?| est cyclique
d’ordre p°.
Ecrivons maintenant n = p'n’. On a alors E[n] = E[n/] @ E[p’]. Comme
En|=Z/neZ/n', Elp|=10uZ/p" et Z/0' & Z/p" ~Z/n'p" = Z/n, on
obtient la formule de ’énoncé.

O

De facon analogue, on démontre le théoréme de structure pour les points d'une
courbe elliptique sur un corps fini (voir les exercices) :

Théoréme 3.3.9. Soit £ une courbe elliptique sur un corps fini F,. On a
E(F,) =Z/n ouZ/ny & Z/ny
oun>1 etny,ng > 1 sont des entiers, avec ny | ns.
L’énoncé suivant donne un outil trés important dans I’étude des courbes ellip-

tiques :

Théoréme 3.3.10. Soit k un corps algébriquement clos et soit n un entier premier
a la caractéristique de k. Soit E une courbe elliptique sur k. Il existe un accouple-
ment

en : E[n] x E[n] — p,

qu’on appelle ’accouplement de Weil, tel que

1. e, est une application bilinéaire :
en(S1+ 52, T) = e,(S1,T)en(S2,T), e,(S,T1 + 1) = e, (S, Th)en (S, T3)
et non-dégénérée :
en(S,T) =1VT € E[n| = S = Op, ete,(S,T)=1VS € Eln| =T = Og;

2. e (T,T) =1 et e,(T,S) =e,(S,T)"* VS, T € E[n];

3. sio € Autk qui fize les coefficients a et b de la courbe E, alors e, (0S,0T) =
o(e,(S,T));

4. st a: E— E est un endomorphisme, alors
en(a(S), a(T)) = (en(S,T))* .

La preuve de cet énoncé nécessite plus d’outils de la géométrie algébrique et
peut étre étudié en enseignement d’approfondissement.

Remarques.
1. Si S = (z,y) € E(k) et si 0 € Autk, le point ¢S est défini comme oS =
(ox,0y).
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2. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps non-algébriquement clos &
et soit k une cloture algébrique de k. On note E[n] = E(k)[n]. On a donc
laccouplement de Weil sur F[n|. Si maintenant P,Q € E(k), alors pour
tout 0 € Auty k on a 0P = P et o7 = T. D’aprés la propriété 3 ci-dessus,
en(S,T) est fixé par tout tel automorphisme o et en particulier e, (S, T) € k.

Proposition 3.3.11. Soit k un corps algébriquement clos, soit n un entier (n, car.k) =
1. Soit E une courbe elliptique sur k. Soit {11, T2} une base de Eln| =7Z/n @ Z/n.
Alors e, (T1,Ty) est une racine n-iéme primitive de l'unité.

Démonstration. voir exercice 3 ci-dessous. O

Corollaire 3.3.12. Soit E' une courbe elliptique définie sur Q. On écrit E[n] pour
le groupe des points de n-torsion de E sur une cloture algébrique Q de Q. Alors

E[n) ¢ E(Q) sin > 3.

Démonstration. Par le théoréme 3.3.10.3 et la proposition 3.3.11 ci-dessus, si E[n] C
E(Q), alors u,, C @, ce qui n’est pas possible si n > 3. ]

3.3.3 Automorphismes

Soit F : y?> = 2® + ax + b une courbe elliptique définie sur un corps algé-
briquement clos & (on suppose toujours car(k) # 2,3). On peut montrer que tout

automorphisme 0 de E est donné par un changement de variables x = v?2’, y = u3y’

avec u € k* et u=ta = a et u~%b = b. Rappelons (voir I'exercice 8 de chapitre 2) que
le j-invariant de E est défini comme

4a3
| = (k) = 1728———m—.
J=(E) = 1128 s
On a donc

1. si j # 0,1728, le groupe d’automorphismes Aut(E) de E est le groupe fini
7)2 = (id, P — —P);

2. si j = 1728, Aut(E) ~ Z/4;

3. 81 j =0, Aut(F) ~ Z/6.

3.4 Exercices

1. Soit F une courbe elliptique définie sur un corps algébriquement clos k,
car.k # 2,3. On écrit E[2] = {oco, P1, P, P3}. Montrer que

ex(Py, Pj) = =11 # j.
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2. Soit E une courbe elliptique sur un corps fini F,. Montrer que le groupe
E(F,) est soit le groupe cyclique Z/n pour certain n > 1, soit le groupe
Z/ny ® Z/ng avec n > 1 et ny,ne > 1 des entiers, ng | ns.

3. (a) Soit E une courbe elliptique définie sur un corps algébriquement clos k,
car.k # 2,3. Rappelons que F[n] = Z/n@®Z/n pour tout entier n premier
a car k. Soit {T1, T} une base de E|n].

i. Soit ¢ = e,(T1,T3) et soit d un entier tel que (¢ = 1. Montrer que
en(Th,dTy) = 1 et que e,(Ts,dT») = 1. En déduire que pour tout
S € E[n] on a e,(S,dT3) = 1.

ii. Montrer que e, (77,T5) est une racine n-iéme primitive de 1'unité.
(b) Soit o un endomorphisme de E.
i. Montrer que « induit un endomorphisme «,, de E|n].

ii. Soit (‘; 3) la matrice de «,, dans la base {T7,T>}. Montrer que
deg o = det(a,)(mod n)

(on pourra exprimer (%9¢ en termes de a, b, c, d.)
(c) Soient «, 8 deux endomorphismes de E et r, s deux entiers.

i. Montrer que
det(ray, +sf3,) —rdeta,, — s*det 8, = rs(det(ay, + B,) — deta, — det 3,,)

(on peut commencer par montrer que det(o, + (3,) — deta, — det 3, =
Trace(a,3;), o B3 est la matrice adjointe : si 8, = (%%), alors

ii. En déduire que
degra + sB = r’deg o + s*deg B + rs(deg (o + B) — deg a — deg ).

4. Soit E une courbe elliptique sur un corps fini F,. Supposons E(F,) = Z/n &
Z/n.

(a) Montrer que (n,p) = 1.

(b) Montrer que E(F,)[n] C E(F,). En déduire que u,, C F,.

(c) Soit a =q+1—#E(F,). En déduire que a = 2(modn).

(d) Montrer que ¢ =n*+1loug=n?*+n+1louqg=(n+1)>2
5. Soit E la courbe elliptique y? = 2® +x + 1 sur Fs.

(a) Montrer que #E(F5) = 9.

(b) Montrer que 3(0,1) = (2,1) sur E.

(c) Montrer que (0,1) engendre le groupe E(F5).
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6. (a) Soit E une courbe elliptique sur un corps fini F,, ¢ = p", et soit a, =
q+1—#FE(F,). Comme dans ce qui précéde, on note ¢, le morphisme
de Frobenius sur E et pour tout entier m premier a ¢ on note (¢g)m

I'endomorphisme induit par ¢, sur E(IF,)[m]. Montrer que
det(¢q)m = q (mod m) et Trace(¢,)m = a, (mod m)

(On pourra utiliser que #Ker(¢, — 1) = deg (¢, — 1) =g+ 1 —a,, cf. la
preuve du théoréme de Hasse)

n déduire que ’endomorphisme ¢? — a,¢, + q est identiquement nul sur

b) En dédui Iend hisme ¢? — a,6, ¢ identi t nul
E(Fq)[m].

c) Montrer que le noyau de ’endomorphisme ¢? — a,¢, + ¢ est infini; en
Mont 1 de Vendomorphisme ¢? — a4, t infini
déduire que le polynome g(z) = 2? — a,x + ¢ annulle ¢,.

(d) Supposons que b est un entier tel que le polynome 2% — bx + g annulle ¢,.

En déduire que (a, — b) annulle E(F,) et enfn que a, = b.

(e) Soent «, 3 les racines du polynéme g(z) et soit g,(x) le polynéme
gn(x) = 22" — (a" + B")2" + ¢".
Montrer que g(x) divise g,(x) pour tout n. En déduire que
(60 — (o + B + 4" = 0.

(f) En déduire que E(F;») est de cardinal ¢" + 1 — (o™ + 7).
(g) On définit la fonction zéta de la courbe E par

Z(E[F,,T) = exp(3_ #B(Fyr) ).

Montrer que Z(E/F,,T) est la fraction rationnelle

1—a, T+ qT*
(1-=T)(1—qT)

7. Soit E une courbe elliptique sur F, avec ¢ = p*™. Supposons que #FE(F,) =
q+1-—2/q.
(a) Montrer que (¢, — p™)* = 0.
(b) En déduire que ¢, — p™ = 0.
(c) Montrer que ¢, agit comme l'identité sur E(F,)[p™ — 1]. En déduire que
E(Fq)[pm — 1] C E(F,).
(d) Montrer que E(F,) =Z/p™ —1& Z/p™ — 1.
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8. Soit E une courbe elliptique y*> = 2® + ax + b définie sur un corps k,
car(k) # 2,3. On définit les polynémes a division ,,(z,y) par récurrence :
o =0, 01 =1, 19y =2y
3 = 32* + 6ax? + 12bx — a?

Py = 4y(a® + baz? 4+ 20bx® — Sa*x? — 4abx — 8b* — a?)
Vomi1 = P2t — ¢m—1¢21+1a m > 2

me = [¢m(¢m+2¢?nf1 - ¢m72¢31+1)]/2y7 m Z 3.

(a)
(b)

Montrer que 1), est un polynéome en z,y? si n est impair et que yi),, est
un polynéme en z,y?, si n est pair.

On définit ¢, = 292, — Yy 1Vm_1

Wi = (Y2021 — Ym—2tb?,.1]/4y. Montrer que ¢,, est un polynome en
x,y2, que w, est un polyndme en x,y? si n est impair, et que yw, est un
polynoéme en z,y? si n est pair.

D’aprés la question précédente, on peut définir les polynomes ¢, (z) et
Y2 (z) en remplagant y? par a® + ax + b dans les polynomes ¢, (z,y) et
V2 (x,y). Montrer que ¢, (z) s’écrit comme la somme de " et de termes
de degré inférieur et que v, (x)? s’écrit comme la somme de n2z" 1 et de
termes de degré inférieur.

Montrer que pour P = (x,y) un point de E, on a

Pn(z) wi(z,y)
Un(2)2 hn()?

nP = )

Montrer que les polynéomes ¢, (x) et ¥, (x)? sont premiers entre eux. En

déduire que I'endomorphisme de multiplication par n est de degré n?.
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Chapitre 4

Algorithmes qui utilisent les courbes
elliptiques

4.1 Factorisation

Pour N un entier on s’intéresse a trouver des algorithmes pour determiner les
facteurs premiers de N. La sécurité des cryptosystémes modernes dépend en parti-
culier du fait que ce probléeme est trés difficile a résoudre en pratique. Dans cette
partie on présente une approche qui utilise les courbes elliptiques : ’algorithme
ECM ("Elliptic Curve Method"), introduit par H. Lenstra dans les années 1980 et
développé par R. Brent, P. Montgomery et autres. Cet algorithme est & nos jours
le plus efficace en termes de la taille des facteurs de N trouvés (et non pas de N) :
il marche en temps exp(cy/log p(loglogp)), ou p est le plus petit facteur de N. Un
des derniers facteurs trouvés est de 74 chiffres : c’est le facteur suivant de 12284 41
trouvé le 26 octobre 2014 par B. Dodson :

26721194531973848954767772351114152203083577206813943149484875628623309473

4.1.1 Algorithme p — 1 de Pollard

Pour commencer, on rappelle I’algorihme (p — 1) de Pollard, dont les idées sont
aussi utilisées dans I'algorithme ECM. Supposons que N posséde un facteur premier
p tel que

e; eo

p=l=dq'e" g
Si les facteurs g; vérifient
on dit que p — 1 est B-lisse. L’algorithme suivant permet de trouver un facteur p
si p — 1 est B-lisse.
1. On prend 2 < a < N et on pose x = a.
2. Pouri=1,2,...5:

(a) * — 2 mod N (notons qu’ici on calcule a* mod N)
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(b) d:=(x—1,N)
(c) sil<d< N,on a trouvé un facteur d de N
3. retour a la premieére étape.
Soit s = max e;q;. Alors qjj divise s!, i.e. (p — 1)]s!. On a donc a* = 1 mod p.
Il est peu probable que a® = 1 mod N et on espére donc trouver un facteur de N.

4.1.2 Algorithme FCM

Courbes elliptiques modulo N

Soit E une courbe elliptique donnée par une équation homogéne Y27 = X3 +
aXZ? + 073 ou les coefficients a,b € Z/N et le derminant A(FE) sont inversibles.
On définit

E(Z/N)={(X:Y : 2),X,Y,Z € Z/N,pgcd(N,X,Y,Z) = 1, Y*Z = X*+aX Z*+bZ%}.

Si N était premier, on pourrait toujours trouver la somme P + () pour tous
deux points P,Q € E(Z/N) par les formules de la loi explicite (Proposition 2.2.5).
Dans ces formules on est amenés a inverser zp — x¢. Si cela n’est pas possible, et si
Tp # T, on a nécessairement que (zp — xg, N) > 1 et on trouve donc un facteur
de N. On obtient donc l'algorithme suivant. Pour efficacité I'on utilise souvent
plusieurs courbes & la fois.

L’algorithme

1. On fixe un entier m (souvent 10 < m < 20) et un entier B (par exemple,
d’ordre 108).

2. On choisit m courbes elliptiques aléatoires F; modulo N :
E:Y*Z =X+, XZ°+ 0,2
et un point P; € E;. Pour ce faire, on choisit de fagon aléatoire a;, P, =

(2i0, Yi0) €t on pose b; = Y7o — x) g — ax;p.
3. Pour tout i on calcule successivement (B!)P; sur E;. Si une des opérations
d’inversion est impossible, on trouve un facteur de N.
4. Sinon, on change B ou les courbes FE; et on revient a la premiére étape.
L’opération d’inversion échoue si B!P, = O dans E;(F,) oi p est un facteur
de N. C’est le cas si l'ordre #E;(F,) divise Bl. Or #E;(F,) varie dans I'intervalle

Ip+1—2/p,p+1+2/p|, alors que, par exemple, dans la méthode de Pollard,
I'ordre p — 1 est fixé. On s’attend donc a ce que l'algorithme soit plus efficace.
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4.2 L’algorithme de Schoof

Soit F une courbe elliptique définie sur un corps fini F,. D’aprés le théoréme de
Hasse 3.0.1, le nombre #FE(F,) satisfait une inégalité

|#E(Fq) —q—1| < 2V/q.

Dans cette section on va décrire un algorithme, du a Schoof, qui permet de calculer
#E(F,) en temps O((log q)¢), pour ¢ une constante convenable. Soit

ag=q+1—#E(F,).

Pour determiner a, on va determiner a, modulo ¢ pour beaucoup de nombres
premiers /. B
On prend donc ¢ un premier. Soit P € E(F,)[¢]. D’aprés le théoréme 3.3.6, on a

agby(P) = (b?](P) +qP,

ol ¢, es le morphisme de Frobenius. Par ailleurs, comme ¢P = Op, on a

[agle q(P) = ¢3(P) + [qle P, (4.1)

ol [agle et [g], sont des restes modulo . De plus, I'égalité 4.1 détermine [a,], de
facon unique.

D’aprés la proposition 3.3.7, on a P € E(F,)[(] < ¢¢(P) = O pour un poly-
nome v, défini de facon récursive. Ce polyndme est de degré 427_1 Pour trouver des
multiples de P, on peut donc travailler dans 'anneau

Ry =Fylz,y]/((x), 4 — 2* — az — b)
02-3
2

de telle sorte qu’on n’a jamais de puissances de y” pour > 1 et de 2" pour r > ~—=.
On peut maintenant décrire ’algorithme de Schoof.

L’algorithme
1. Soient A =1, ¢ =3.
2. si A <47 :
(a) pour n=0,...¢ — 1 on vérifie I'égalité (dans 'anneau Ry) :

2 2
(@, y") + [d)e(z,y) = n(2?, y*)
Si I'égalité est vérifiée, on sauvegarde ny, = n et 'on passe a 'étape
suivante.
(b) On change A — (A, et on change ¢ par un nombre premier suivant.

3. On trouve a, comme unique entier |a,| < 2¢ tel que a, = n, pour tout /.

Remarque. A la derniére étape de I’algorithme on utilise le théoréme des restes
chinois pour trouver a avec les conditions a, = n,. Puisque A = [[{ > 4,/q et
aq €] — 2q,+2q| par le théoréme de Hasse, un tel entier est unique.
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4.3 Primalité

Les algorithmes a la base des courbes elliptiques sont utilisés pour tester (et
prouver) la primalité de trés grands entiers (plus que 20000 chiffres), qui ont déja
passés d’autres tests de primalité. Un des records les plus récents est le nombre

(283339 + 1)/3

qui est donc premier et qui a 25088 chiffres. Cet algorithme marche en temps d’ordre
O((log N)*).

On va présenter ici le test de primalité de Goldwasser-Kilian. On y utilise les
deux énoncés qui suivent.

Proposition 4.3.1. Soit N un entier premier a 6 et soit E/ une courbe a coefficients
dans Z/N . Supposons qu’il existe
(i) un entier m et un premier q, qlm et ¢ > (V' N +1)?;
(it) un point P € E(Z/N) tel que mP = Og et (m/q)P = (x : y : z) avec z
inversible dans Z/N .
Alors N est premier.

Démonstration. Supposons que N n’est pas premier : on a donc un facteur premier
[ de N tel que [ < v/N. On note E la courbe obtenue en réduisant les coefficients
a,b de E modulo [. La réduction modulo ! du point P donne un point P de E
d’ordre divisible par ¢ (par la condition (ii)). On a donc ¢ < #E(F,) < (V1 + 1)?
par le théoréme de Hasse. Or [ < v/N. On obtient donc une contradiction avec la
condition (7). O

Proposition 4.3.2. Soit N un nombre premier, (N,6) = 1 et soit E une courbe
elliptique donnée par une équation homogéne Y?Z = X3 + aXZ% 4+ bZ3 ou les
coefficients a,b € Z/N le derminant A(E) sont inversibles. Soit m = #E(Z/N).
Supposons qu’il existe un nombre premier q tel que qlm et ¢ > (W +1)2. Alors
il existe un point P € E(Z/N) tel que mP = Og et (m/q)P = (x : y : 2) avec z
inversible dans Z/N .

Démonstration. Supposons que pour tout point P de E(Z/N) on a (m/q)P = Og.
Ainsi l'ordre de E(Z/N) divise m/q. D’aprés le théoréme 3.3.9 on a E(Z/N) =
Z)dy & Z]dy,dy|dy, dou da|(m/q). Comme m < d3, on obient m < (m/q)* Or
m < (VN + 1)? par le théoréeme de Hasse, on obtient une contradiction avec I’hy-
pothése sur g. O

Comme conséquence des deux propriétés ci-dessus, on obtient donc que si I'on
trouve une courbe elliptique F telle que 'ordre m de E(Z/N) admet un grand fac-
teur premier ¢ (i.e. ¢ > (VN + 1)?), alors N est premier si et seulement s'il existe
un point P € E(Z/N) tel que mP = Og et (m/q)P = (x : y : z) avec z inver-
sible dans Z/N. Pour une courbe elliptique donnée, on peut utiliser I’algorithme
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de Schoof pour determiner son ordre m. Ensuite, pour tester si ¢ est premier, on
réitére encore la méme procédure. On obtient donc I'algorithme suivant.

L’algorithme

1. On choisit une courbe elliptique F et on calcule m = #FE(Z/N).

2. On divise m par des petits nombres premiers dont on note mg le produit
et on cherche ¢ = m/my qui vérifie ¢ > (W + 1)? et qui passe des tests
classiques de primalité. Si cela n’est pas achevé, on revient a la premiére
étape.

3. On choisit x € Z/N tel que x*+ax+b est un carré dans Z/N. On obtient donc
un point P de la courbe E. On vérifie si mP = 0g et (m/q)P = (z : y : 2)
avec z inversible dans Z/N. Si c’est le cas, on sait que N est premier si g est
premier. On revient donc a la premiére étape avec g a la place de N. Sinon,
on change le point P et l'on continue.

4.4 Cryptographie avec les courbes elliptiques

On considére généralement le contexte suivant pour les systémes cryptogra-
phiques a clé publique : deux personnes, Alice et Bob veulent s’échanger des mes-
sages de facon sécurisée. Eva veut lire leurs messages, elle a ’accés au canal public
de la transmission des messages d’Alice et Bob. Dans ce systéme, on distingue trois
algorithmes de base : I’échange de clés, le chiffrement et la signature numeérique.
Dans la procédure d’échange de clés, Alice et Bob produisent une clé commune (qui
n’est connue que par eux), pour utiliser cette clé dans la suite. La procédure de la
signature numérique permet a Bob de s’assurer que le message qu’il recoit est bien
envoyé par Alice. Les schémas que 'on décrit ci-dessous peuvent aussi étre utilisés
dans n’importe quel groupe. On décrit ensuite des aspects spécifiques aux courbes
elliptiques.

4.4.1 L’échange de clés : schéma Diffie-Hellman
1. Données publiques : £ une courbe elliptique sur un corps fini [F, et un point
P e E(F,) d’ordre suffisamment grand.
Choix secret d’Alice : un entier a.
Choix secret de Bob : un entier b.
Alice envoie P, = aP a Bob.

Bob calcule P, = bP et I'envoie a Alice;

I A T

Alice calcule aP, = abP et Bob calcule bP, = abP. La clé commune est une
certaine fonction du méme point abP.

Définition 4.4.1. On appelle probléme de Diffie-Hellman le probléme suivant :
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étant donné P,aP et bP dans E(F,), trouver abP.

La difficulté a résoudre ce probléme pour une courbe elliptique F garantit la
sécurité du schéma Diffie-Hellman.

4.4.2 Cryptosystéme ElGamal

Pour recevoir un message d’Alice, Bob choisit une courbe elliptique £ sur un
corps fini F, et point P € E. Il choisit aussi un entier secret s et il calcule B = sP.
Les données publiques sont les suivantes

E,P, B.
La clé secréte de Bob est I'entier s.
Pour coder un message, Alice utilise I’algorithme suivant :
1. Elle représente son message comme un point M € E(F,).
2. Elle choisit un entier secret k& au hasard et calcule M; = kP, My = M + kB.
3. Alice envoie les points My, M, & Bob.
Pour retrouver le message d’Alice, Bob calcule

My — sMy = (M + kB) — s(kP) = M + k(sP) — skP = M.

4.4.3 Signature numérique

Le principe de la signature numérique est I'inverse de celui de codage : tout le
monde peut vérifier si la signature est correcte, mais seulement Alice peut signer
un document. On présente ici I’algorithme que ’on utilise dans le standard ECDSA.

Pour signer son document, Alice choisit une courbe elliptique E sur un corps
fini F,, telle que #E(F,) = fr, ot r est un grand premier et ot f est un entier,
généralement f = 1,2 ou 4. Elle choisit un point P € E d’ordre r. Elle choisit aussi
un entier secret s et calcule () = sP. Les informations suivantes

E7r7 P?Q

sont visibles par tous.

Pour signer son message m (qu’on voit comme un entier cette fois-ci), Alice
choisit un entier k au hasard et calcule R = kP = (z,y) et z = k' (m+ sz) mod r.
Ensuite Alice signe le document

m, R, z.
Pour vérifier la signature, Bob utilise la procédure suivante.

1. 1l calcule u; = z7'm mod r et us = 2~ '2 mod r.

2. Il calcule V = u1 P + us().

3. Il décide que la signature est correcte si V = R.

On laisse en exercice la vérification qu’on doit effectivement avoir que V = R si le
document est bien signé par Alice.
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4.5 Logarithme discret

Définition 4.5.1. Soit G un groupe. Dans le probleme du logarithme discret
dans G on demande de trouver, pour z,y € G un entier m tel que 2™ = y (si un tel
entier existe).

La difficulté a resoudre ce probléme dans le cas o G = E(F,) est la base
de la sécurité des algorithmes ci-dessus. En général, pour G un groupe d’odre n,
les algorithmes actuels pour résoudre ce probléme marchent en temps O(v/N) (ce
qui est beaucoup!). On discute ici briévement deux algorithmes généraux pour le
probléme du logarithme discret, ainsi qu'un algorithme, dit & Menezes, Okamoto et
Vanstone, qui s’applique a certaines courbes elliptiques et utilise I’accouplement de
Weil.

4.5.1 Babystep-Giantstep
Soit G un groupe, x,y € G et soit n 'ordre de x. Soit N un entier N = [{/n].

L’algorithme

1. on sauvegarde la liste suivante d’éléments de G : z, 22, 23, ... 2™ ;

N) N

2. on pose z = (V)71 et on sauvegarde yz,y2%, yz3, ... yz".

3. on cherche des coincidences dans ces deux listes : si 2 = yz/, on a trouvé
y = iV,
Le probléme de cet algorithme est qu’on a besoin de suvegarder les deux listes.
La méthode de Pollard permet de resoudre ce probléme.

4.5.2 p-méthode de Pollard

Soient GG un groupe, x,y € G et soit n I'ordre de x. On cherche m tel que ™ = y.
Pour ce faire, on va trouver des entiers i, j, i1, j; tels que

zhy! = iy, (4.2)
On aura donc =% = 97177, ce qui permet de trouver m si j — j; est premier &
l'ordre de z dans G (ce que 'on peut toujours supposer quitte a se restreindre a «
d’ordre premier).

Soit G = AU B U C l'union disjointe, ou A, B,C sont de méme cardinal (a
quelques éléments prés). On pose f: G — G la fonction

xz z€A
f(z)=122 2€B
yz zeC.

Soit xy = x € G. Pour tout ¢ > 1 on définit x; = f(x;_1). Soit ¢ le plus grand
entier tel que z;_1 n’apparait qu'une fois dans la suite (z;);>¢ et soit [ le plus petit
entier tel que x;; = x;. Alors, on peut montrer que t + [ est d’ordre O(y/n) et qu’il
existe 1 <14 < t+1 tel que x9; = x;, ce qui permet de trouver la collision 4.2.
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4.5.3 L’attaque MOV

Dans l'algorithme de Menezes, Okamoto et Vanstone on réduit le probléme de
logarithme discret dans E(F,) a un probléme de logarithme discret dans le groupe
F, pour certain d.

Définition 4.5.2. Soit m un entier. Le degré de plongement de m dans un corps
fini I, est le plus petit entier d tel que

¢* = 1( mod m).

Remarque. La condition ci-dessus est équivalente a la condition p, C Fg.

Lemme 4.5.3. Soit E une courbe elliptique sur un corps fini Fy et soit m > 1 un
entier premier a q et a ¢ — 1. Soit d le degré de plongement de m dans F,. Si E(F,)
contient un point d’ordre exact m, alors Elm| C E(F ).

Démonstration. Soit P le point d’ordre exact m et soit T' € E(IF,)[m] tel que {P, T’}
est une base de E(F,)[m] = Z/m & Z/m. Soit ¢, I’endomorphisme de Frobenius.
On a

¢q(P) = P, ¢py(T) = uP +vT,u,v € Z/m.

D’aprés les propriétés de 'accouplement de Weil
em(Pv T>q = em<¢Q(P)7¢Q(T)) = em(Pv P)uem(P7 T)v = em(P’ T>v'

Puisque e,,(P,T) est une racine f-iéme primitive de I'unité (proposition 3.3.11), on
en déduit que v = g (mod m), i.e.

¢q(T) = uP +qT.

On en déduit
ppu(T) =u(l+q++...+ ¢ P + ¢°T.

Par définition de d, on a ¢ = 1 (mod m), d'ou ¢*T = T et (1+q+¢*+...+¢* )P =
Og. On a donc ¢pu(T) =T, dou T € E(F ).
O

L’algorithme
Soit E une courbe elliptique sur un corps fini F, et soit m un entier, (m,q) = 1.
Soient P, () deux points d’ordre m et soit d le degré de plongement de m dans F,,.

1. On prend T' € E(FF,)[m] tel que P,T engendrent E[m] (voir 3.3.8 ). D’aprés
le lemme ci-dessus, T' € E(Fq).

2. D’aprés la proposition 3.3.11, e,,(P,T') est une racine m-iéme primitive de
I'unité. D’aprés la définition de d, on a e, (P,T) € F. On dispose des
algorithmes pour calculer I'accouplement de Weil (dans E(F ) ) : on trouve
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alors e,,(Q,T). Puisque e,,(P,T) est une racine n-iéme primitive de 1'unité,
on a que

Q=rP<e,(Q,T)=en(PT).

On trouve donc le probléeme de logarithme discret dans [Fa.

4.5.4 Courbes supersinguliéres

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps fini F, de caractéristique p > 5.

Rappelons (cf. théoréme 3.3.8) que le groupe E(IF,)[p] est soit réduit & un point O,

soit E(F,)[p] ~ Z/p.
Définition 4.5.4. On dit que E est supersinguliére si E(F,)[p] = {Og}.

Proposition 4.5.5. Soit a = ¢+ 1 — #E(F,). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) E est supersinguliére ;

(i) a =0 (mod p) ;

(iii) #E(F,) =1 (mod p).

Démonstration. Soient «, 3 les racines du polynéme z* — ax + g = 0. Soit s, =
a™+ (" On a sg = 2,51 = a et on vérifie par récurrence :

2

Sp41 = ASp — (Sp—1.

D’apreés la définition de a, on a (i7) < (ii7).

Supposons (i7). On a alors s, = 0 (mod p), d’otu #E(F;») = 1 (mod p) pour
tout n (cf. théoréme 3.3.6). On n’a donc pas de point d’ordre p dans le groupe
E(F,), dou (4).

Supposons que E est supersinguliére. Supposons que a # 0 (mod p). On a donc
Spt1 = asy(mod p) et

#EF,)=q¢"+1—-5,=1—a" (mod p).

Ainsi, pour n = p— 1 on obtient que p|#E(F,) et donc £ n’est pas supersinguliére.
Contradiction. ]

Corollaire 4.5.6. Une courbe elliptique E sur T, est supersinguliére si et seulement
si #E(F,) =p+ 1.

Démonstration. D’aprés le théoréme de Hasse, |a| < 2,/p. Dans la proposition pré-
cédente on a donc a =0 < a =0 (mod p) & #E(F,) =p+ 1. ]

Corollaire 4.5.7. Supposons que p = 2 (mod 3). Soit b € F, non nul. La courbe
elliptique y* = x> + b sur F, est supersinguliere.
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Démonstration. D’aprés la section 3.2.1, la condition (iii) de la proposition ci-dessus
est satisfaite. O

De point de vue algorithmique, les opérations artihmétiques sur les courbes
supersinguliéres se calculent trés facilement. Supposons a = 0. On a alors pour tout

P = (z,y) € E(F,) :

2 2

q(:c,y) = _(th(‘rvy) = (l,q ’_yq )

Soit m un entier. Pour calculer mP, on procéde comme suit :

1. on décompose m = mg + miq + mag® + ...+ m,q" avec 0 < m; < q;

2%

2. on calcule m;P = (z;,;), puis ¢m:P = (27, (—=1)'y¢"), en enfin on calcule

la somme de tous ces points.
Par ailleurs, comme le montre la proposition ci-dessous, 'attaque MOV s’ap-
plique & E et le probléeme de logarithme discret sur E peut étre réduit au logartihme
discret dans [F2, ce qui est beaucoup plus simple.

Proposition 4.5.8. Soit £/ une courbe elliptique supersinguliére sur IFy et soit N >
0 un entier. Supposons a = q+ 1 — #E(F,) = 0. S’il existe un point P € E(F,)

d’ordre N, alors E(F,)[N] C E(F,).

Démonstration. Soit Q € E(F,)[N]. Puisque #E(F,) = ¢+1, on a N|g+ 1. Puisque
E est supersinguliére et a = 0, on a (ﬁg(S) = —q¢S = 5. Ainsi Q est fixé par ¢,
d'ou Q € E(Fp). 0

4.6 Exercices

1. (a) Soit E une courbe elliptique sur un corps fini F, et soient P, Q) € E(F,).
Supposons que le point P est d’ordre n. Montrer que () est un multiple
de P si et seulement si nQ) = Op et e,(P, Q) = 1.

(b) Soit E une courbe elliptique y* = z* 4+ 1 sur un corps fini F,, ¢ =
2 (mod 3) et soient P, € E(F,). Supposons que le point P est d’ordre
n, (n,3) = 1. Soit ¢ une racine cubique primitive de I'unité.

i. Montrer que 3 : E(F,) — E(F,), (z,y) = (Cz,y) est un automor-
phisme de F et que 5(P) est d’ordre n.

ii. On définit un accouplement de Weil modifi¢ par

en(Pr, Po) = e, (P1, B(F)).

Montrer que é,(P, P) est une racine n-iéme primitive de 'uniteé.

iii. En déduire le critére suivant pour résoudre le probleme de décision de
Diffie-Hellman pour la courbe E :
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étant donné P, aP,bP,Q ona Q) = abP < n@Q = Og,e,(P,Q) =
1 et é,(aP,bP) = ¢,(Q, P).

(c¢) En utilisant I’accouplement modifié é,,, construire un algorithme d’échange
de clés pour trois personnes : Alice, Bob et Carl choisissent des entiers
secrets a, b, c et calculent A = aP, B = bP et C' = cP. Les données
publiques sont les points P, A, B, C'. Quelle valeur commune peuvent-ils
calculer en utilisant leurs clés ?

(d) Construire un algorithme de la signature numérique : Alice choisit un
entier secret a et calcule A = aP. Le point A est la donnée publique. Pour
signer un document représenté par un point D, Alice calcule S = aD.
Comment Bob peut vérifier sa signature ?

2. Soit E la courbe elliptique y? = 2% + b définie sur un corps fini F,, p =

2 (mod 3).

(a) Soit n un entier (n,p)=1. Supposons E[n](F,) C E(F,). Montrer que
nlp — 1 et n?|p + 1. En déduire n < 2.

(b) Montrer que E[2] € E(F,).

(c) Montrer que le groupe E(FF,) est cyclique. Quel est I'ordre de ce groupe ?

3. Soit £ une courbe elliptique définie sur un corps fini F,.

(a) Montrer quune application a de E(F,) dans lui-méme est injective si et
seulement si elle est surjective (« n’est pas nécessairement un endomor-
phisme).

(b) Montrer que si E(F,) n’a pas de point d’ordre n, alors E(F,)/nE(F,) = 0.

4. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps fini F,. Supposons E(F,) =

Z/n ® Z/mn.

(a) Montrer que n|g — 1. En déduire que 'on peut écrire

q=mn*+kn+1 (4.3)

pour certain entier k.

(b) Montrer que mn > /m(y/q — 1) et que |k| < 2\/m.
(c) Montrer que si m > 17 et ¢ est suffisamment grand, alors E(F,) admet
un point d’ordre N > 4,/q.

(d) Soit m > 1 fixé. Montrer que, presque tout entier ¢, qui est une puissance
d’un nombre premier, n’est pas de la forme (4.3). (on pourrait utiliser
que d’aprés le théoréme des nombres premiers, le nombre des ¢ = p” avec
p premier, r > 0 (non fixés) tels que ¢ < x est environ z/log x.)

(e) Montrer que pour presque tout g, une courbe elliptique sur F, admet un
point d’ordre N > 4,/q.

5. Soit E : y? = 2% + ax + b une courbe elliptique définie sur un corps fini F,,
E(F,) =Z/m&Z/M, m|M. Pour d € F, non carré on définit un twist de E
est une courbe elliptique £’ donnée par une équation y?> = 22 + ad?z + bd>.
Soient a =p+1—#E(F,) et o/ =p+1—#E'(F,). On écrit aussi £'(F,) =
Z/n®Z/N, ou n|N.
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(a) Montrer qu’aprés un changement linéaire en coordonnées on peut écrire

E’ sous la forme dy? = 23 + ax + b. En déduire que a = —a’.
(b) Montrer que (m?,n?)|2a.
(c) Montrer que a = 2(mod m) et que a = —2(mod n) (on pourra utiliser

que E(F,)[m] C E(F,)).

(d) En déduire que (m?,n?)[4.

(e) Montrer que la restriction du Frobenius ¢, sur E'(F,)[n?] est donnée
par une matrice (55,1 ) avec a = 2 + (s 4+ v)n (mod n?) et p =

un l4wvn

1+ (s +v)n (mod n?). En déduire que 4p = a?(mod n?).

(f) Montrer que minQ < 4p —da’.

(g) En déduire que pour p suffisamment grand, soit la courbe | soit la courbe
E" admet un point d’ordre plus grand que 4,/p.

6. Soit E : y? = 23 — x + 19 une courbe elliptique sur Fas.

(a) Montrer que P = (2,5) est bien un point de E. En admettant que 4P =
(—2,6), calculer 8P, puis 9P. En déduire que 17P = Op.

(b) Montrer que #FE(Fs3) < 34. En déduire le cardinal de F(Fo3) et donner
les générateurs de ce groupe.

(c¢) Que vaut #E(Faz2) 7
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Chapitre 5

Courbes elliptiques sur les corps de
nombres

5.1 Généralités sur les corps de nombres

5.1.1 Rappels sur les corps de nombres et ’anneau des en-
tiers

On commence par rappeler quelques notions et résultats fondamentaux sur les
corps de nombres (voir le cours MAT552).

Définition 5.1.1. Un corps de nombres est une extension algébrique finie du
corps des nombres rationnels Q.

Pour la suite de ce paragraphe on fixe un corps de nombres K.

Par le théoréme de 'élément primitif, on peut écrire K = Q(«a) avec [K : Q] =
n = deg P, ou P est le polynéme minimal de . Supposons que P posséde r; racines
réelles aq,...a,, et ry paires de racines complexes Q. 41, Qp 41, - -y Cpytrgy Qpytry-
On a donc 7 plongements de K dans R définis par o;(o) = «; et ry paires de
plongements de K dans C : 0j(a) = a;,4; et 7;(a) = &y 4. On dit que K a r
plongements réels et r, paires de plongements complexes. On définit le
plongement canonique

T K — R x C™

Tk () = (Uz‘(f))z‘:l,...,mm-
Définition 5.1.2. L’anneau des entiers de K est 'anneau

Ok = {x € K est une racine d’un polynéme unitaire & coefficients entiers}.

Exemples.
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Z[Vd)  sid=23mod 4

Z[1+2‘/E] si d =1 mod 4.

1. SiK = @(\/3), ou d n’a pas de facteurs carrés, alors O = {

2. Plus généralement, si [K : Q] = n, alors on peut trouver ey, ...e, € Ok tels
que
OK:Z€1@...@Z67L.

3. Supposons que K a r; plongements réels et ro paires de plongements com-
plexes. Si a € Ok, alors le polynome xox = [[;1,(z — oi(a)) [T}Z, (v —
Ortj(@))(x — Gy 45(a)) est a coeflicients entiers : x, x € Z[z].

On a le théoréme fondamental suivant, qui est aussi utilisé pour démontrer la
finitude du groupe des classes d’idéaux, comme rappelé ci-dessous.

Théoréme 5.1.3. L’image 7 (Ok) est un réseau de R™ x C™.

Autement dit, D := 7 (Ok) est un sous-groupe discret de V'=R" x C"™ (i.e. pour
tout réel r > 0 I'ensemble {v € D, |v| < r} est fini) et engendre V' comme R-espace
vectoriel.

Définition 5.1.4. Soient I, J deux idéaux dans Og. On dit que I et J sont équi-
valents s’il existe a, 5 € Ok non nuls, tels que

al = BJ.

Théoréme 5.1.5. Tout idéal I de Oy est inversible : il existe o € O non nul et
un idéal J C Ok tels que IJ = aOk. L’ensemble des classes d’ideaux forme un
groupe Cly. Ce groupe est fini.

Théoréme 5.1.6. (1) Tout idéal premier non nul de Ok est mazimal.
(ii) Tout idéal I de Ok se décompose de maniére unique (G une permutation
pres) en produit des idéaux premiers.

Remarque.

1. On montre que 'anneau Ok est un anneau de Dedekind : c’est un anneau
noethérien, intégralement clos et tel que tout idéal premier non nul est maxi-
mal.

2. Soit p un idéal premier de Of. L’unicité de la décomposition dans (i7) im-
plique en particulier que les inclusions p™*! C p™ sont strictes.

En particulier, si p est un premier, on peut écrire

p(’)K:pfl...pfg’L
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avec p;, ¢ = 1,...,m des idéaux premiers distincts et e; > 1. Le corps Ok /p; est
une extension finie du corps F,, on pose f,, = [Ok/p; : F,]. En particulier,

Np; := card(Og /p;) = p'¥i.

Rappelons que si n = [K : Q], on a

n= Z eifo.-
i=1
En effet, cela découle de 1’égalité

Soit I un idéal de O et soit p un idéal premier de O. Le théoréme 5.1.6 permet
de définir
ord,(I) =max{n >0|I C p".}

Si x € Ok, on définit ord,(z) comme l'odre en p de I'idéal (z) et on prolonge cette
notion pour tout xr € K.

5.1.2 Valeurs absolues

Définition 5.1.7. Soit K un corps. Une valeur absolue v sur K est une applica-
tion
| : |v K — Ry
telle que
(i) |z|, = 0 si et seulement si z = 0;
(ii) |zylo = |2|o|yl, pour tous z,y € K;

(iii) il existe une constante C' > 0 telle que |z +y|, < Cmax{|z|,, |y|,} pour tous
x,y € K. Si C =1, on dit que la valeur absolue est ultramétrique.

Remarque. On vérifie facilement que si |- |, est une valeur absolue sur un corps
F, alors | - |2 est aussi une valeur absolue sur F' pour tout a > 0.

Places finies. Pour tout idéal premier p d’un corps de nombres K on définit
une valeur absolue sur K par

‘x|p — Np—ordp(x)

On note Xy, (K) 'ensemble de ces valeurs absolues. On vérifie que ces valeurs ab-
solues sont ultramétriques.
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Places de K. Supposons que K a r; plongements réels et ro paires de plon-
gements complexes. Pour o; : K — R, ¢ = 1,...7;, on définit une valeur absolue
par
|%]o, = |oi()|

et pour 0; : K — C,j =1,...7, on définit une valeur absolue
2], = lo ().

On note Yo (K) 'ensemble de ces 11 + 79 valeurs absolues.

On pose X(K) = Xini(K) U 3o (K) ensemble des places de K.

Théoréme 5.1.8. [Formule du produit] Soit x € K*. Alors on a

I Izl =1

veX(K)

Démonstration. Supposons d’abord que K = Q. On peut alors écrire x = £p{' ... pr
avec p; premiers et e; € Z \ {0},7 = 1,...m. On a donc |z|,, = p;“ pour des
places finies et pour la place oo correspondante au plongement Q@ C R, on a
|Z|oo = |z| = p7* ... p¢. On a donc

I Izl =pr - oprorpSt o pfr =
vex(©Q)

Dans le cas général, soit p un idéal premier de Q. Ecrivons
pOK = p? .. ]J‘;?

Soit € K* et soit Ng/g(z) € Q la norme de x. On a alors

[T 1zl = INkso(@)]p- (5.1)

plp

En effet, on vérifie que Ng/g(z) = £N(20k), d’'ou

Niale) = £[[ gt = T

On en déduit

|Nigjg(@)], = p~ 2w oo — TT Np=o® @ =TT |,

plp plp

d’ott on obtient (5.1).
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Pour les places a l'infini on a également

H [l = |Nk/o(@)]s0-

VEX o (K)
En effet, par la définition de la norme Nk /q(z) = [[[1, 0i(2) [[}2, 0i1j(2)Fir(2),
d’ou

Nijo(@)lw=T1 Ileh-

VEX o0 (K)
On a donc, en regroupant des places de K au-dessus des places de Q :

IT telo= I IIlzl= I Nxmlz)w=1

veX(K) weX(Q) vjw weX(Q)

d’aprés le premier cas ou K = Q.

5.2 Hauteurs

5.2.1 Hauteurs de Weil sur P"(Q)

La notion de hauteur a pour but de donner une mesure pour la taille d'un point
d’un espace projectif ou d’une variété algébrique projective définie sur un corps de
nombres K.

Définition 5.2.1. Soit K un corps de nombres et soit P = (z¢ : ... : x,) un point
de P%. On définit la hauteur de P relative au corps K par la formule

= JI max(lzoly, ... |zal).

veEX(K)

Remarque.

1. D’aprés la formule de produit 5.1.8, cette définition ne dépend pas du choix
des coordonnées homogeénes du point P.

2. Si K = Q, on peut trouver des coordonnées P = (xq : ... : z,) avec x; entiers
premiers entre eux. On a alors Hg(P) = max(|zgl, ..., |z,]).

Lemme 5.2.2. Soit L/K une extension finie des corps de nombres de degré d. Si
P e P"(K), alors
Hp(P) = Hg(P)".
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Démonstration. Soit P = (x¢:...: x,). On a alors

H max;|x;|, = H Hmaxl|x1]w:

weX(L) veEX(K) wlv

H max; | ;v Doty b _ H max;|z;|? = Hg(P)%.

veEX(K) veEX(K

Le lemme précédent permet de définir la hauteur de Weil sur P*(Q).
Définition 5.2.3. La hauteur de Weil sur P"(Q) est I’application
H:P"(Q) =R
P € PY(K) — Hg(P)YIEQ,
On pose hx = logHk et h = logH.
Définition 5.2.4. Si K est un corps de nombres et x € K, on définit

H(z)=H(1:x).

L’énoncé suivant affirme la finitude du nombre de points de hauteur bornée.

Théoréme 5.2.5. [Northcott, Kronecker| Soient d > 1, C' > 0.
(i) L’ensemble

{PeP"(Q),[Q(P):Q <d H(P)<C}

est fini.
(i) On a H(P) > 1, sauf st P = (x¢:...: x,) est tel que pour tout i soit x; est
une racine de l'unité, soit x; = 0.

Démonstration. (i) Soit P = (wo: ...: ). Quitte & permuter, on peut supposer
xg # 0 et écrire P = (1:aq...: ) avec oy € Q. D’aprés la définition

H(a;) < H(P) et [Q(oy) : Q] < [Q(P) : Q).
I1 suffit donc de montrer que ’ensemble
S={aeQ[Q):Q] <d H(a) <C}

est fini. D’aprés la partie (ii) du lemme ci-dessous, les coefficients du poly-
nome minimal sont bornés pour tout a € S, ce qui montre bien que ’en-
semble S est fini.
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(ii) On écrit P =(1:0q...: o) comme ci-dessus. Si H(P) < 1, alors |a;], < 1
pour tout ¢ et tout v. Cette derniére condition est aussi vérifiée pour o" pour
tout entier m > 0. D’aprés (i) I'ensemble {(1 : af"...: o))} est fini, et donc
o; sont des racines de 'unité.

[]

Lemme 5.2.6. (i) [Lemme de Gauss| Soit K un corps de nombres et soient
P,Q € Klz|. Soit v une valeur absolue correspondant & un idéal premier p
de K et soit ||P||, est la norme sup des coefficients de P. Alors ||PQ||, =

P[] 1@
(ii) Soit a € Q et soit K = Q(«). Soit P € Zlx], P(x) = ap(z —aq) ... (x — aq)
le polynome minimal de «. Alors

d
= lao| ] [ max{1, |as[}.
=1

Démonstration. (i) Soit 7 € p\ p? (cf. la remarque apres le théoréme 5.1.6 pour
voir que cet ensemble est non vide). On a en particulier ord,(7) = 1. Quitte
a multiplier les coefficients de P et () par une puissance convenable de 7, on
peut donc supposer que ||P||, = ||Q||, = 1. En particulier, les images P et
Q de P et @ dans I'anneau O/p[z] ne sont pas nulles. Puisque O/p[x] est un
anneau intégre, on en déduit que PQ = PQ est non nul, ce qui signifie que

1PQI[, = 1.
(ii) Soit L = Q(ay,...,aq). On a par définition de la hauteur :

Hy(a)PK = H, (a) = H max(1, |al,) H max(1, |al,). (5.2)
WEX pini(L) WEX oo (L

Pour les places a I'infini on a :

[I maxlal)= J] max(tlal,)* = Hmax1|az|>>”]

WET oo (L) VES oo (K)
(5.3)
Soit w € X (L). D’aprés le lemme de Gauss (i) appliqué a P on a

d
1= [|Pllw = laoly ] [ max(1, aula).

i=1
De plus, d’apres la formule de produit,
IT  laoke = lao/ 2.

Pour les places finies on a a donc :

1= [] laok ] J] mex(lleilw)=lao ™% J[ max(1,|af))*

wWED fin;i (L) =1 weXyin;(L) wWED fini(L)

(5.4)
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On déduit alors le résultat de (5.3), (5.4) et (5.2) :

d
Hie ()" = Jao O] [ max(1, fas ).

i=1

]

Théoréme 5.2.7. Soit (Py,...P,), P € Q[zg,...z,],i = 0,...m une famille de
polynomes homogénes de degré d. Soit Z = V,(FPy, ... P,) C IP% et soit U = ]P%\ Z.
Soit V C IP% une variété projective telle que VN Z = (). On définit

®:U(Q) — Py
= (Po(z) : ... Bn()).
Alors il existe des constantes c1, ca, c3 qui ne dépendent que de P, telles que

(i) pour tout x € U(@_) on a H(®(x)) < cH(x)?;
(ii) pour tout x € V(Q) on a coH(x)? < H(®(z)) < csH (x)?;

Démonstration. (i) Soit € U(Q). Il existe K un corps de nombres tel que
x € U(K). On écrit Pi(x) = Zjvzl a;jz’ ou N est le nombre de monomes
2 =z ... 2 de degré d. Soit v € N(K). D’aprés I'inégalité triangulaire
pour v, il existe une constante N, telle que

|y1+"'+yN’v < NvmaX(’y1|v7--~7|yN’U>' (55)
Notons que 'on peut prendre N, = 1 pour toute place finie v. On a donc

(5.6)

|Pi(x)], < Nymax;|a;;|,max;|z;|?.

Soit A, = max; j|a;;|. Notons que A, = 1 sauf pour un nombre fini de places
v. On obtient

Hmaxz|P » < HNA max;|z;|¢ = HN Ay)Hp (z)?

et donc ¢; = ([, NoA,) VU convient.
(i) Soit V = V(Q1,...,Q,). Puisque VN Z = (), d’aprés le Nullstellensatz
projectif, il existe M > 0 et des polynomes A;; et B;; tels que

= Z Aij P + Z B;;Q;.

Notons que I'on peut supposer que les polyndémes A;; sont homogénes de
degré M — d. Quitte & remplacer K par une extension finie, on peut aussi
supposer que tous les polyndmes dans les égalités ci-dessus sont a coefficients
dans K. On a donc, pour tout z = (xg,...x,) € V :

;10" = APy < (m+ 1)ymax;| Ayj(x) | max;| Py ()],
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ou (m + 1), sont des constantes définies commes dans (5.5). En appliquant
les inégalités 5.6 a des polynomes A;; qui sont homogenes de degré M — d
on peut donc écrire

|M—d
v

|xj|ﬂ4 < A max;|z max;|P;(x)],

avec des constantes A/ convenables et telles que A] = 1 sauf pour un nombre
fini de places. On en déduit

max; |z < Aymax;| Py (x)],,

d’ou I'inégalité de I’énoncé, en prenant le produit sur v.

[
Remarque. Dans les conditions du théoréme précédent on peut écrire h(P(x)) =
dh(z) + O(1).
5.2.2 Hauteur de Weil sur une courbe elliptique
Soit E C ]P% une courbe elliptique définie par une équation
Y2Z = X} +aXZ? 4+ b2°. (5.7)

Pour P € E(Q) on définit

h(P) = {g(mp)a iigz

Théoréme 5.2.8. Il existe une constante c; telle que pour tout P € E(Q) on a
—c1 < h(2P) — 4h(P) < ¢;.

Démonstration. L’énoncé est immédiat si P = 0 ou un point de 2-torsion. Sup-

posons xop # 0. D’aprés le lemme 5.2.10 ci-dessous, les polynémes Py(7T,X) =

AT(X3+aXT?*+0T3) et P(T,X) = X*—2aX?T?—8bXT?3+a*T* n’ont pas de zéro

commun dans P'. On applique le théoréme 5.2.7(1) a ® : P! - P!, & = (R, : Py).
Puisque ®(1 : zp) = (1 : z9p), on en déduit

h(2P) = h(1 : 2p) = h(B(1,zp)) = 4h(P) + O(1).

Théoréme 5.2.9. (i) h(P)=h(—-P);
(1) h(P + Q) + h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q) + O(1).
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Démonstration. La partie (i) est immédiate. Montrons (ii). On peut supposer ) #
+ P (sinon I’énoncé est immeédiat). D’aprés 2.2.6, on a :
2(xp + xg)(a+ xprg) + 4b
(xp + xg)? — dxprg
(zprg — a)* — 4b(xp + 20)
(xp +xg)? — dxprg

TpiQ T TP-Q =

Tp+QTrP-Q =

En combinant le théoréme 5.2.7(ii) et le lemme 5.2.10 ci-dessous on déduit que pour
I’application

O(T,U, V) : P> — P?

(T:U: V) (U =4TV :2U(aT + V) + 4bT? : (aT — V)? — 4bTU)
on a
h(®(x)) = 2h(z) + O(1).

Soient

Y (E\0g)* — P?

(P,Q)— (1:zp+xg,xpT0)

et u(P,Q)=(P+Q,P—Q). On aalors ¥opu=®o1 et, d’aprés le lemme 5.2.11
ci-dessous

hY(P,Q)) = h(zp) + h(zq) + O(1).
On en déduit

h(P + Q) + h(P — Q) = h(l TpyQ + Tp—qQ - ZL’p+QIp_Q) + O(l) =
= h(¢ou(P,Q))+0O(1) = H(®oy(P,Q)) +O(1) =
=2h(y(P,Q)) + O(1) = 2h(P) + 2h(Q) + O(1).
O

Lemme 5.2.10. Soit k un corps. Soient a,b € k* avec 4a® + 27b* # 0.
(i) Les polynomes x* + ax + b et x* + 2ax* — 8bx + a® dans k|x| sont premiers
entre eux.
(ii) Les polynomes homogénes U? — ATV, 2U (aT + V) +40T?, (aT —V)? — 40TU
n’ont pas de zéro commun dans P2.

Démonstration. L’énoncé (i) résulte de I’égalité :
(32% + 4a) (2" — 2a2® — 8bx + a®) — (32° — bax — 27b)(2* + ax +b) =
= 4a® + 27b%. (5.8)

L’énoncé (ii) est évident si T = 0. Supposons 7" # 0 et notons u = U/2T et
v =V/T.Onau>—v = 2ula+v)+4b = 0et (v —a)*—8u = 0, dou
u — 2au® — 8bu + a® = u® + au + b, contradiction avec (5.8). O
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Lemme 5.2.11. Soient o, f € Q. Alors

1/2H(0)H(B) < H(1 : a+ B : af) < 2H(a) H(B).

Démonstration. Soit K un corps de nombres, tel que «, 8 € K. L’énoncé résulte
des deux observations suivantes :

max{1l, |a + S|y, |af|,} = max{1, |a|, }max{1, |B],}, v € X pimni(K);

1/2 max{1, |al,}max{1, |3|,} < max{L, |+ Bls, |af|,} <
< 2max{1, |al, }max{1,|5],},v € Lo (K).

O

5.2.3 Hauteur de Néron-Tate sur une courbe elliptique

Le but de cette section est de définir une fonction hauteur sur les points d’une
courbe elliptique F qui soit une forme quadratique.

Lemme 5.2.12. Soit S un ensemble. Supposons qu’on a des fonctions h : S — R
et g: S — 8 telles qu’il existe des constantes d > 1 et ¢ > 0 telles que

|h(g(x)) — dh(zx)| < ¢ pour tout x € S.

Alors pour tout z € S la suite z, = ") conperge dans R. Si h(z) est la limite

dn
de la suite (x,), alors

[h(x) = h(z)| < ¢/(d = 1)
h(g(x)) = dh(x).

Démonstration. Montrons que la suite (z,,) est une suite de Cauchy. On écrit I'in-
égalité |h(g(x)) — dh(z)| < ¢ pour z = g" () :

TES T @ F S

On prend la somme de ces inégalités entre n + 1 et n + m et on obtient

c h(g"™™(z))  h(g"(z)) c

< .
d(d—1) =  dvm T dr(d—1)
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La suite (x,) est donc une suite de Cauchy, on note fl(x) sa limite. En passant a la
limite dans les inégalités ci-dessus on obtient

h(g"(x)) c

¢ <
T di(d—1)

-1 < h(x) -

d’out |h(z) — h(z)| < ¢/(d —1). De plus,

~ A~

h(g(z)) = lim h(g""!(x))/d" = d lim h(g""(x))/d""" = dh(x).

n—oo n—oo

]

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K. D’apreés le théo-
réme 5.2.8, si 'on pose S = F(K), h la hauteur de Weil sur E et g la multiplication
par 2 sur F(K), alors les condition du lemme précédent sont vérifiées (avec d = 4).
On peut donc faire la définition suivante :

Définition 5.2.13. La hauteur de Néron-Tate sur F est définie par

h(P) = lim ME2e)

n—o00 4qn

Théoréme 5.2.14. (i) h(P + Q)+ h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q) ;
(ii) h(P) =0 si et seulement si P est un point de torsion.

Démonstration. L’énoncé (i) s’obtient en passant a la limite quand n tend vers oo
dans les inégalités
h(2'(P+Q))  h2'(P—-Q)) h(2"P) h(2"Q)

—e/an < - - < c/4m
c/4" < T + T e T < c/4

du théoréme 5.2.9.

Si mP = 0, alors 0 = h(mP) = m2h(P), dou h(P) = 0. Inversement, si
h(P) = 0, alors h(mP) = 0 pour tout m. On a donc que 'ensemble {mP,m € Z}
est de hauteur bornée, il est donc fini et on déduit que le point P est de torsion. []

On obtient comme corollaire :

Corollaire 5.2.15. Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres
K. Alors le sous-groupe de torsion E(K)rs de E(K) est un groupe fini.

Démonstration. L’énoncé résulte du théoréeme précédent et le fait qu'on n’a qu'un
nombre fini de points de hauteur bornée. O
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5.3 Théoréme de Mordell-Weil

Le but de cette section est de démontrer le théoréme célébre suivant qui donne
la structure du groupe des points rationnels d’une courbe elliptique sur un corps de
nombres :

Théoréme 5.3.1. [Mordell-Weil] Soit E une courbe elliptique définie sur un corps
de nombres K. Le groupe E(K) est un groupe abélien de type fini.

En particulier E(K) = E(K)rs®Z" ot le groupe des points de torsion E(K )y
de FE est fini et r est par définition le rang de E.

La démonstration se fait en deux étapes :

1. Soit E/K une courbe elliptique définie par une equation y* = z3 + ax + b
telle que le polynéme P3(x) = 3 + ax + b admet trois racines dans K.
Un argument de descente et Dexistence de la hauteur h sur E(K) (qui est
quadratique) montre que le théoréme 5.3.1 découle de sa version "faible" : le
groupe E(K)/2E(K) est fini.

2. Pour démontrer le théoréme de Mordell-Weil "faible" on construit un homo-
morphisme E(K) — (K*/K*?)3 dont le noyau est égal a 2E(K) et I'image
est finie. Cette derniére propriété utilise en particulier le théoréme des uni-
tés de Dirichlet dans les anneaux des entiers d’un corps de nombres (voir
ci-dessous).

5.3.1 Descente

Proposition 5.3.2. Soit G un groupe abélien et soit q : G — R une forme quadra-
tique. Supposons

(1) le quotient G/2G est fini;

(ii) pour tout ¢ € R, Uensemble {x € G,q(x) < ¢} est fini.
Alors le groupe G est un groupe abélien de type fini : si S est l’ensemble des re-
présentants pour chaque classe dans G/2G et si ¢ = max,esq(x), alors l'ensemble
{z € Gq(z) < ¢} engendre G.

Démonstration. Notons d’abord que pour tout x € G on a ¢(x) > 0. En effet, si
cela n’était pas le cas, on aurait q(mz) = m?q(z) < 0 pour tout entier m > 0, ce
qui contredit (i). On peut donc définir

|z = V().
Comme q est une forme quadratique, on a |mz| = m|z| pour tout m > 0 et [z+y| <
[ + [yl

Soit ¢ comme dans 1'énoncé et soit © € G avec g(z) > ¢. On peut écrire x =
y1+2x; pour 21 € G et y; dans ’ensemble des représentants de G/2G, en particulier

1] < V. On a

1 1 1
1] = Sl — wal < kool + gl < 5 (w0l + V) < ol
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On construit alors par récurrence une suite (z,,) avec xg = = et T, = Ypi1 + 2Tp11
et |zp1| < |z,]. D’aprés la condition de finitude (i7), il existe ng tel que |z, < \/c.
On obtient donc que x est une combinaison de y; et x;, i < ng qui sont dans l’en-
semble fini S. O

Version "faible" implique le théoréme 5.3.1. Soit E/K une courbe elliptique
définie par une équation y* = x® + ax + b. Soit L/K une extension finie telle que
L contient le corps de décomposition du polynome P(x) = z3 + ax + b. On a
une inclusion évidente F(K) C E(L). Ainsi, si F(L) est un groupe de type fini,
alors E(K) l'est aussi (cf. les exemples aprés la proposition 1.1.10, appliqués aux
Z-modules E(K) et F(L)). Quitte & changer K par L, on peut donc supposer que
E est donné par une équation (5.9).

La version "faible" donne la finitude du groupe E(K)/2E(K). Par ailleurs, on
dispose de la hauteur de Néron-Tate h : E(K) — R qui est une forme quadra-
tique (voir les exercices) et qui vérifie la condition que pour tout ¢ € R, ’ensemble
{z € E(K), ﬁ(:z:) < ¢} est fini. D’aprés la proposition 5.3.2, le groupe E(K) est un
groupe abélien de type fini. O

5.3.2 Théoréme des unités de Dirichlet

Pour démontrer le théoréme de Mordell-Weil nous aurons bésoin de résultats
supplémentaires sur les unités dans Ok.

Définition 5.3.3. Soit S un ensemble fini d’idéaux premiers dans Of. L’anneau
des S-entiers algébriques de K est I'anneau

Oks={x € K, ordy(xz) > 0Vp ¢ S}.

On note Oj; ¢ 'ensemble des S-unités. Notons que si S est vide, alors O ¢ = O.
Supposons que K a r; plongements réels et ro paires de plongements complexes
conjugués. On considére un morphisme

Dics : O — RIS

Py s(x) = H logoi(z) - Hlog |z,

i=1,...,r1+7r2 veS
Lemme 5.3.4. L’image @ 5(Oj o) est un sous-groupe discret de R™+72+15],

Démonstration. Puisque ® est un homomorphisme, I'image I = @ s(Oj ) est un

sous-groupe de V' = R"1*+72+ISI ] suffit donc de montrer qu'il existe un voisinage T
de 0 € V tel que T'N I est fini. Soit

T ={x=(x1,... % 4re115) €V, |z:i] <1, <141y, |2;] <log Ny, j correspond a p € S.}

Soit © = Pk g(ar) € TN 1. La condition |z;| < log Np pour j correspondant & un
premier p implique que |ord,(a)| < 1, d’ott ord,(a)| = 0. Ainsi, o € O}. De plus,
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|oi(«)| sont bornés pour tout i = 1,...7, +re. La finitude de 7N I résulte alors du

lemme ci-dessous. []
Lemme 5.3.5. Soit K un corps de nombres qui a r1 plongements réels o4, ...0,, et
r9 paires de plongements complexes conjugués o, 11, Or 41, - - -y Opytrys Orytry- SOLENE
ay, i =1...,7r1 + ry des réels strictement positifs. Soit

U={ae€Ok,l|oi(a)] <a; Vi}.

Alors
(i) Uensemble U est fini;
(i1) si(ay,...,a,) = (1,...,1), alors tout o € U est une racine de l'unité.

Démonstration. Soit a € U et soit

T1 T2

Xax(2) = [ [(x = o) [ [ (& = o5 (@) (& = 31115(a)).

i=1 j=1

On a Xox € Z[z| (cf. les rappels aprés la définition 5.1.2). On a x4 x(®) = 0.
Puisque |o;(a)| < a; Vi, les coefficients de x4 x sont bornés. On n’a donc qu'un
nombre fini de tels polynémes, d’ou la finitude de U. Si (a4, ...,a,) = (1,...,1),
alors la condition a € U implique que o™ € U pour tout m > 0. Comme U est fini,
on en déduit que a est une racine de I'unité. O

Théoréme 5.3.6. [Dirichlet-Chevalley-Hasse|Soit K un corps de nombres avec
r1 plongements réels et ro paires de plongements complexes conjugués. Soit S un
ensemble fini d’idéauz premiers dans O de cardinal |S| (éventuellement vide).
Alors :

(i) le groupe des S-unités Ol s est un groupe de type fini;

(ii) le rang du groupe O g est égal a 11 + 12 — 1+ [S].

Démonstration. On montre ici la partie (i) de ce théoréme, cela nous suffit pour
des applications a I’étude des courbes elliptiques.

D’aprés le lemme 5.3.5, 1 := ®x 5(Oj.g) est un sous-groupe discret de R +72+151,
D’aprés le lemme ci-dessous, il existe des éléments vy, ...v,, € I tels que

(i) vi = Prs(us), avec u; € Ok g5

(ii) pour tout élément u € Oj; g on a u = e[, u;* avec 7; € Z et e € ker Pg 5.
Un élément e € ker @ ¢ vérifie

(*) ordy(e) = 0 pour tout p € S, en particulier, e € O ;

(**) |oi(e)| = 1 pour tout i.
En particulier, les conditions du lemme 5.3.5(ii) sont satisfaites, on obtient donc
que e est une racine de 'unité et l'ensemble des tels e est fini. On déduit de (i7)
ci-dessus que le groupe O} ¢ est un groupe de type fini.

0
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Lemme 5.3.7. Soit V un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit I C V un sous-
groupe discret. Alors il existe des vecteurs vy,...,v, € V qui sont R-linéairement
indépendants et tels que

I =72uv+...4 Zv,,.

Démonstration. On prend ws, ..., w, un ensemble maximal d’éléments de I qui
sont indépendants sur R. Ainsi I’ = Zw, + ... + Zw, C I et tout élément a € [
s’écrit comme a = rywy + ... + r,w, avec r; € R. Soit

Puisque I est discret, TN 1 est fini : T NI = {aq,...,as}. D’aprés ce qui précede,
tout a € I s’écrit comme a = a; + a’ avec a’ € I'. En particulier, I’ est un sous-
groupe d’indice fini dans I, i.e. dI C I’ pour d entier. On a donc que I C éI/ et
é[ "est un Z-module libre de type fini de rang n. Ainsi I est un Z-module libre de

type fini de rang n < m : soient vy, ...v,, les générateurs de I. Comme wq, ..., w,
sont indépendants sur R et Y7 | Rw; C Y77 Ruj, on en déduit que n =m et que
v1,..., U, sont R-linéairement indépendants. O

5.3.3 Théoréme de Mordell-Weil "faible"

Soit E une courbe elliptique définie sur un corps de nombres K par une équation
v = (v — o)z — ag)(x — as) (5.9)

On définit une application ¢ = (¢1, ¢2, ¢3) : B(K) — (K*/K*?)3 par

Irp — Q4 P#B,OE
¢i(P): (ai_ai—l)(ai_ai—i—l)y P=F,
1 P =0g

ou l'on écrit P = (xp,yp) les coordonnées du point P; les indices ¢ — 1 et i+ 1 sont
modulo 3.

Proposition 5.3.8. L’application ¢ est un homomorphisme.

Démonstration. D’aprés la définition, pour tout point P € E(K), on a
¢(P) = ¢(=P) = ¢(P)~" (5.10)
dans (K*/K*?)3. Soient P,Q € E(K) et soit R = —(P + Q), i.e.

P+Q+ R=0g.
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On a donc ¢(P + Q) = ¢(R) et il s’agit de montrer que

¢Z(P)¢’L(Q)¢’L(R) = 172. = 1a 273' (5'11)

Soit f(x) = (z — a1)(x — ag)(x — ag). Soit y = Ax + u 'équation de la droite L qui
coupe F en trois points P, @, R, i.e. I'équation

fl@) = (A +p)* =0

admet trois racines xp,zg, . On a les cas suivants a considérer :

1. P,Q, R sont tous distincts de P; et de Og. On pose z = '+ «; dans I’équation
ci-dessus :
g(x) == f(@' + ;) — (M + Ay + p)> =0

admet trois racines xp — o, xg — o, tr — ;. Comme f(o;) = 0, le coefficient
constant du polynéme g(z) est (Aa; + p)?. On a donc
(xp — i) (g — ai)(zr — ai) = (A + p)?,

ce qui montre bien (5.11) dans ce cas.

2. Un des points P, @, R est le point 0g. D’aprés (5.10), on peut supposer que
R = 0g. On obtient alors (5.11) en appliquant encore une fois (5.10).

3. Un des points P, @, R est le point P;. On peut supposer ¢ = 1 pour simplifier
les notations. D’aprés (5.10), on peut supposer que R = P;. On proceéde
comme dans le premier cas : I’équation de la droite L est y = Az — o) et
I’équation

f(@) = X(z — o)’

admet trois racines : xp,zq et oy, i.e. I'équation
(r — a)(z — a3) = N (2 — ay)
admet deux racines zp et zg. Soit x = 2’ 4+ ;. On a donc que 'équation
(2" + (1 — a2)) (2" + (a1 — a3)) = N\ (a)?

admet deux racines ¢1(P) et ¢1(Q), d'ott ¢1(P)¢1(Q) = (a1 —z)(an —as) =
¢1(R), ce qui implique (5.11).

]

Proposition 5.3.9. Le noyau de Uapplication ¢ est 2E(K).

Démonstration. D’aprés la proposition précédente ¢p(2P) = ¢(P + P) = (¢(P))? =
1, donc 2E(K) C ker ¢. 1l suffit de montrer U'inclusion ker¢ C 2E(K). Soit P €
ker ¢. On peut donc trouver z; € K*, i = 1,2, 3 tels que

Tp—a; = 22 (5.12)
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Soient u, v, w tels que
U+ vy +wal = z;

(en effet, u,v,w sont des solutions d’'un systéme linéaire de type Vandermonde.)
Les équations (5.12) donnent des conditions suivants :

u? — 2uwb—2x =0
2Quv — 2vwa — bw?+1=0

v? + 2uw — aw? = 0,

d’ott v3 + vw?a + bw* — w = 0. Notons que w # 0 (sinon v = 0 et on obtient une
contradiction 1 = 0 de la deuxiéme équation). On a donc

(v/w)’ + a(v/w) +b = (1/w)*.
On a donc que @ = (v/w, 1/w) est un point de E(K). On vérifie que P = 2Q) :
(v/w)* — 2a(v/w)? — 8b(v/w) + a?

A((v/w)® + a(v/w) + b) -
vt = 2av?w? — 8bvw? + a’w?

IQQ =

4w?

292 21
_ W 20 = st au?) -

= u® — 2uwb — 3(02 —aw® + 2uw) = z. (5.13)

]

Proposition 5.3.10. L image ¢(E(K)) de lapplication ¢ dans (K*/K**)3 est finie.

Démonstration. D’aprés le théoréme 5.1.5, le groupe des classes Cl(Of) est fini. On
peut donc trouver un ensemble fini S de places de K tel que Ok g est un anneau
principal. Quitte a agrandir S, on peut de plus supposer que Ap = —(4a® + 27b%)
est dans Oy 5. On a

Ap = (o1 — ag)(on — ) — a3))?,

d’ott oy — a; € Ofg. Soit P € E(K). On écrit zp = u/v et yp = w/t avec
u,v,w,t € Okg et
(u,v) = (w,t) =1 dans Ok.g. (5.14)

On a
w?v® = t*(u — vay) (u — van)(u — vas).

En utilisant les conditions (5.14), on en déduit que v® = 2, quitte & multiplier v et
t par des unités. On peut donc écrire v = s? et t = 53, d’oul

P = (u/s*,w/s*), w? = (u— a15%)(u — ays®)(u — azs?).
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Tout diviseur commun de (u — a15?) et (u — ags?) divise (a; — an)s? et (a; — a)u,
et il divise donc (a; — az) € Of.g. On en déduit que (u — ays?), (u — azs®) et
(u — a3s?) sont deux a deux premiers entre eux, d’oi

2
U — ;S 9 .
Tp—Q; = 2 Viri, Vi € OK,S-

Ainsi, ¢(P) = (71,72, 73)- Le théoréme des unités de Dirichlet-Chevalley-Hasse 5.3.6
implique que le groupe O ¢/(O% ¢)* est fini. On en déduit que ¢(E(K)) est fini. [

Théoréme 5.3.11. [Mordell-Weil "faible"| Soit E' une courbe elliptique définie
par une équation (5.9). Le groupe E(K)/2E(K) est fini.

Démonstration. D’apreés la proposition 5.3.9, E(K)/2E(K) ~ ¢(E(K)). Ce dernier
groupe est fini d’aprés la proposition 5.3.10. n

5.3.4 Calcul du groupe E(Q).

Soit E une courbe elliptique définie sur Q par une équation
v =2 +ar+b= (v —a1)(r—ag)(r — az).

La preuve du théoréeme de Mordell-Weil faible donne une méthode pour déterminer

le groupe E(Q)/2E(Q) : on voit que Im ¢ C {(71,72,73) € (O 5/ (O 5))*, 117273 =
1} ou S = {p premier, p|Ag} (voir les exemples dans les exercices ci-dessous). Par
ailleurs, pour déterminer le groupe E(Q)ss on utilise le théoréme suivant dont la
preuve peut étre étudiée dans I’enseignement d’approfondissement :

Théoréme 5.3.12 (Lutz-Nagell). Soit E une courbe elliptique y* = 23 + ax + b
avec a,b € Z. Soit P € E(Q) un point de torsion. Alors xp,yp € Z et soit yp = 0,
soit yb|4a® + 27b%.

5.4 Exercices

1. Que vaut a) H(2); b) H(%j’) ?

2. Soient G un groupe abélien, h : G — R une fonction qui satisfait 1’égalité du
parallélogramme :

h(P + Q)+ h(P — Q) = 2h(P) + 2h(Q),VP,Q € G.

Le but de cet exercice est de montrer que h est une forme quadratique :
h(mP) = m*h(P)VP € G,m € Z et (P,Q) — (P,Q) = h(P + Q) — h(P) —

h(Q) est une forme bilinéaire symétrique.
(a) Montrer que h(—P) = h(P) et que h(0) = 0.
(b) Montrer que h(mP) = m*h(P)VP € G,m € Z.
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(¢) Montrer que (P + R, Q) = (P, Q) + (R, Q) (on pourra appliquer I’égalité
de parallélogramme & (P + R,Q), (P,R—Q), (P+ Q,R) et (R,Q)).

(d) En déduire que h est une forme quadratique.

3

3. Soit F la courbe elliptique y? = x* — z. Determiner le groupe E(Q).

4. Supposons que E est une courbe elliptique sur Q telle que E(Q) est engendré
par le point P d’ordre infini. Donner un exemple d’ensemble des représentants

de F(Q)/2E(Q) qui n’engendre pas E(Q).

. Soit E une courbe elliptique y? = 23+ ax+b avec a,b € Z et telle que le poly-
nome z°+az+b admette trois racines enticres. Soit s = #{p| p divise 2Ag}.
Montrer que le rang r du groupe FE(Q) vérifie :

r<2s-—1.

. Soit E : y* = 23 — 25z une courbe elliptique sur Q. Montrer que (—4,6) €
E(Q). Que peut-on dire sur le rang de E'?

. Le but de cet exercice est de determiner le groupe E(Q) pour la courbe
elliptique E : y* = 23 — 4x.
(a) Trouver tous les points de 2-torsion de F.
(b) Utiliser la méthode de la descente pour montrer que #Im¢ < 8.
(c) Montrer que le triplet (1,2,2) n’est pas dans I'image de ¢.
)

(d) Determiner le groupe E(Q).

7



Chapitre 6

Le point de vue complexe

Cette partie donne une bréve description des propriétés des courbes elliptiques
définies sur le corps C. Dans ce cas, pour étudier les propriétés des courbes elliptiques
on dispose de plus des méthodes analytiques.

6.1 Fonctions elliptiques

Soient wy,ws € C linéairement indépendants sur R. Soit A = Zw; @ Zw, C C le
réseau correspondant. Le parallélogramme fondamental de A est I’ensemble

H = {tl(JJl + t2w2,0 <ty,t < 1}
On a une bijection
I]=c/a (6.1)
et on va donc identifier [] & C/A.

Définition 6.1.1. Une fonction A-elliptique est une fonction méromorphe sur C

telle que
flz+w) = f(z)Vw e A,z € C.

Ces fonctions apparaissent dans I’étude des intégrales elliptiques

/x dt
s V= 1)t —N)

Souvent on ne précise pas le réseau A et l'on dit «une fonction elliptique». On
peut voir une fonction elliptique f comme une fonction sur le quotient C/A, via
Iisomorphisme (6.1) ci-dessus.

L’ensemble des fonctions A-elliptiques forme un corps, que I'on note M(A).

Rappelons que pour toute fonction méromorphe f et pour tout z € C, on définit
I'ordre ord, f et le résidu res,f. Si f est elliptique, on a que ord,f et res,f ne
dépendent que de la classe de z dans C/A. On a les propriétés suivantes (voir les
exercices).
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Proposition 6.1.2. Soit f une fonction elliptique.

1. Si f n’a pas de poles, alors f est constante;

2. > res,f=0;
zeC/A

3. > ord,f=0;
zeC/A

4. > ord.f-z€A.
zeC/A

5. st f a un seul pole zy, alors zy n’est pas un pdle simple.

Les fonctions constantes sont évidemment elliptiques. On définit

1 1
=5 Z ) @)
wEA\{O}
la fonction de Weierstrass.
Proposition 6.1.3. 1. la fonction p et sa dérivée p’ sont des fonctions ellip-

tiques ;

2. le corps M(A) des fonctions elliptiques est engendré par p et p' :

M(A) = C(p, p');

3. ona
oz ) =4p(z ) — 60G4p(2) — 140G (6.2)
ol GQk; = ng(A) = wL k Z
weA\{0}
4. pour
g2 = 60G, et g3 = 140G (6.3)

on a gy —27g3 # 0.
On vérifie également les formules de ’addition pour la fonction de Weierstrass :

pler + 22) = =pler) = plea) + 3 (=2 2 (6.4)

p(22) = ~2p(2) + (L2 (6.5)
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6.2 Propriétés des courbes elliptiques sur C

6.2.1 Le groupe des points

Proposition 6.2.1. Soit E une courbe elliptique complexe définie par une équation

Y27 = 4X3 — 2 X 77 — g3 73
ol gy et g3 sont définis dans (6.3). On a alors une application biholomorphe
V:C/A—E, z—[p(z): pl(z) : 1]

qui est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. Montrons d’abord la surjectivité. Soit (x,y) € E. On a alors que
la fonction h(z) = p(z) — z a un (double) pole en 0. Ainsi h admet aussi un zéro
zp dans [[. On déduit de 6.2 que p'(z0) ou p'(—zp) vaut y. Ainsi, soit zy, soit —z

convient.

Pour montrer I'injectivité on suppose que p(z1) = p(22) et que p'(z1) = p'(z2).

Le but est de montrer que z; — 25 € A. On distingue des cas suivants :

1. Si z; est le pole de p, alors z; I'est aussi, d’oil z; — 29 € A.

2. Supposons que z; n’est pas un pole de p. Notons que pour wi,wy et w3 =
w1 +wy on a p(w;/2) = p'(—w;i/2) = —p'(w;/2) (la premiére égalité résulte
du fait que p’ est elliptique). On a donc que p’ a trois zéros w;/2 dans [].
Comme p' n’a qu'un seul pdle d’ordre 3 dans [[, on a que p’ n’a pas d’autres

zéros dans [].

Si maintenant z; # w;/2 on introduit h(z) = p(z) — p(z1). Alors h(z) = 0
pour z = 21,23 ou —z;. Comme h n’a qu'un seul pole (double) dans ], on
déduit que zo = —z1. Alors y = p/(22) = p/(—21) = —y d’ou p'(z1) = 0 ce qui

n’est pas possible d’aprés ce qui précéde.

3. Si z; = w;/2, on trouve p'(z1) = 0, i.e. z; est une racine double de h. Mais h

n’a que deux zéros (et h(z2) = 0), d’out z; = 2.

Pour montrer que ¥ est un homomorphisme de groupes, on utilise les formules

de l'addition pour la fonction de Weierstrass, on le laisse en exercice.

[]

Remarque 6.2.2. 1. Soient a,b € C tels que a® — 270> # 0. Le théoréme
d’uniformization dit qu’il existe un unique réseau A C C tel que go(A) =
a, g3(A) = b. Quitte a faire un changement linéaire en coordonnées, toute
courbe elliptique complexe est donnée par une équation y? = 42° — gox — g3
avec g5 — 2792 # 0. On peut donc toujours identifier une courbe elliptique
complexe avec un quotient C/A pour A un réseau convenable. On appelle un

tel quotient un tore complexe.

2. Comme une conséquence directe de la proposition 6.2.1, on obtient la struc-
ture du sous-groupe F[n| des points de n-torsion, pour une courbe E définie
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sur le corps C. En effet, le noyau de la multiplication par n sur C/A s’iden-
tifie & {z € C,nz € A}/A = (Z/n)>.

On dispose aussi d'une autre interprétation du groupe des points d’une courbe
elliptique complexe, en tant qu'un groupe des diviseurs.

Définition 6.2.3. Un diviseur D sur C/A est une somme finie formelle
I)ZZEE:TQZh Zie(C/Aﬂ
On définit le degré de D par deg(D) = > n;. Un diviseur principal est un diviseur

D de la forme
D= Z (ord,f)z
zeC/A

ou f est une fonction elliptique.

L’ensemble de tous les diviseurs sur C/A forme un groupe abélien. On note
Div(C/A) ce groupe, Div’(C/A) le sous-groupe des diviseurs de degré zéro et
DivP(C/A) le sous-groupe des diviseurs principaux. D’aprés la proposition 6.1.2.3

ci-dessus, on a DivP(C/A) C Div®(C/A).

Théoréme 6.2.4 (Abel-Jacobi). L’application

Div(C/A) — C/A, Znizi — an - 2

induit un isomorphisme de groupes

¢ : Div’(C/AN)/Div?(C/A) = C/L.

Démonstration. (idée) D’aprés la proposition 6.1.2, Papplication ¢ est bien définie.
D’aprés la définition, c’est bien un morphisme de groupes. Puisque ¢(z — 0) = 2
pour tout z € C/A, Papplication ¢ est surjective. Pour démontrer U'injectivité, si
D est un diviseur tel que ¢(D) = 0, on construit explicitement une fonction f telle

que D = div(f). n

Corollaire 6.2.5. Soit E la courbe elliptique complexe Y?Z = 4X3 — g, X 72 — g3
ol gy et g3 sont définis dans (6.3). On a alors un isomorphisme de groupes

Div®(C/A)/Div?(C/A) — E.

Démonstration. On obtient 'isomorphisme de I’énoncé par composition de 'appli-
cation ¢ et I’application de la proposition 6.2.1. O
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6.2.2 Les endomorphismes

Soit E une courbe elliptique. D’aprés la remarque 6.2.2, on peut l'identifier
avec un tore C/A. Par ailleurs, pour tout v € C*, la multiplication par u induit
un isomorphisme entre C/A et C/uA. Quitte & multiplier par un élément v € C
on peut donc toujours supposer que A = Z @ Z7 avec T dans le demi-plan H de
Poincaré (i.e. Im7r > 0.)

Proposition 6.2.6. Deux tores complexes C/(Z ® Zt) et C/(Z & Z7') sont iso-

morphes st et seulement s’il existe une matrice (g 3) € SL(2,7Z) telle que 7" = Z:—is.

Démonstration. Soit ¢ : C/(Z & Z7') — C/(Z & Z7) un homomorphisme. On
a alors que ¢ est induit par la multiplication par un élément o € C tel que
a(Z®dZ1") CZBZt. Onadonc o = ct+d et at’ = at + b avec a,b, ¢, d € Z. Ainsi

"= %3. Puisque ¢ est un isomorphisme, on a que la matrice (‘CL Z) est inversible

et, puisque Im(7') = det(24)Im(7)/|cT 4 d|* on obtient bien (25%) € SL(2,Z). O

Corollaire 6.2.7. Soit E = C/A une courbe elliptique, ot A =7 & Zt. Alors

Z, Q(7): Q] > 2
Z+7ZAt, [Q(7):Q]=2.

]

Dans le deuxieme cas, Uentier A est le coefficient du polynéme minimal AT*+B1+C
de 7. On dit alors que E a une multiplication complexe.

End(E) = { g

Démonstration. On a End(E) = {a € C, |aA C A}. D’aprés la proposition pré-

cédente on a que o« = ¢7 + d correspond a une matrice (f; g) € SL(2,Z) telle
que T = %. On a donc ¢ + (d —a)T —b = 0. Si [Q(7) : Q] > 2, on obtient

c=0b=0,a=d, ie. la multiplication par d. Si [Q(7) : Q] > 2 et AT?> + B + C est
le polynéme miniimal de 7, on trouve de plus ¢ = mA,d —a = mB,—b=mC, d’ou
a=mAT +d. m

6.3 Exercices

1. Soit f une fonction elliptique.

(a) Montrer que si f n’a pas de poles, alors f est constante (on pourrait
utiliser le théoréme de Liouville).

(b) En utilisant la formule des résidus, montrer que

i > res.f=0;
z€C/A
. > ord.f=0;
zeC/A
. > ord.f-z€A.
z€C/A
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2. (a) Montrer que la série

)=+ 3 ()

_ 2
weA\{0} (Z w> w

définit une fonction méromorphe A-péridodique sur C. Quels sont les poles
de cette fonction ?

(b) Pour tout entier k > 2 vérifier que la série Gor(A) = > w € A\ {0}
est convergente.

(c) Calculer le développement en série de Laurent de p(z) au voisinage de 0
en fonction des Gai ().

(d) Montrer que
P (2)? = 4p(2)® — 60G4(\)p(z) — 140Gs(N).

(e) Montrer que pour g, = 60Gy et g3 = 140G¢ on a g5 — 27g3 # 0.

6.4 Complément : dernier théoréme de Fermat

Pour terminer ce cours on indique le role des courbes elliptiques dans la preuve
du grand théoréme de Fermat.

Soit E une courbe elliptique définie sur Q. Par un changement de variables
convenable, on peut supposer que E est donnée par une équation

v =2+ Az + B, A,B€Z. (6.6)
Pour tout premier p, on dispose d’une courbe
E,:y* =12+ A2+ B,

ou A, € Z/p (resp. B,) est la réduction de A (resp. de B) modulo p. Si p fAg, la
courbe F), est une courbe elliptique sur F,. On dit que £ a une réduction addi-
tive en p si A, = B, = 0. Si ce n’est pas le cas pour aucun premier p, on dit que £
a une réduction semi-stable.

Pour tout premier p et pour tout r > 0 on définit a,r = p" + 1 — #E,(Fyr) si
E, est lisse. Si ce n’est pas le cas, on définit a,r € {—1,1,0} suivant le type de
réduction. Sin = [[p;" est un entier, on définit a, =[] Qi A la courbe elliptique
E on associe alors une série :

[e.9]

o) =3 ang g = 7,

n=1

qui converge pour tout 7 € H.
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Théoréme 6.4.1 (Wiles, Breuil, Conrad, Diamond, Taylor).
(Conjecture de Taniyama-Shimura-Weil)

Soit E une courbe elliptique (6.6). Alors la courbe E est modulaire : il existe un
entier N tel que pour tout 7 € H on a

1 fe(SE) = (er+d)* fu(r), V(2}) € To(N), 0aTo(N) = {(24) € SL(2,Z),c =
0 (mod N)};
2. fo(—55) = £N72fp(7).

En 1994, A. Wiles a établi le théoréme ci-dessus pour E semi-stable.

Soit maintenant
" 4+y"t=2",n>3.

Supposons que cette équation admet une solution non-triviale (a, b, ¢) avec a, b, ¢ €
7. 11 suffit de considérer le cas n = ¢ un premier impair. En 1986, Frey a introduit
une courbe elliptique associée a une telle solution

Ervey 1 y* = x(x — a)(z +0°).
Théoréme 6.4.2 (Ribert, 1986). La courbe Epey, n’est pas modulaire.

Ce théoréme et le théoreme d’A.Wiles impliquent qu’une solution (a,b,c) de
I’équation de Fermat ne peut pas exister.
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