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1 Introduction

Le but de ce mémoire est d’étudier le formalisme de cycles evanescents dans le cas des
schémas formels. Soient k un corps non-Archimédien et k° ’anneau des entiers de k. Soit X un
schéma formel localement de présentation finie sur £°. On associe a X un espace analytique X,
sa fibre générique, et un schéma sur le corps résiduel de k, sa fibre spéciale Xs. On construit
un foncteur de cycles évanescents de la catégorie des faisceaux étales sur X, vers la catégorie
des faisceaux étales sur X;. Si X est la completion formelle X dun schéma X de présentation
finie sur k° on montre que les faiceaux de cycles évanescents de X pour un faiseau torsion sont
isomorphes aux faiceaux de cycles évanescents de X'. En particulier, cela montre que les cycles
évanescents de X ne dépendent que de X.

2 Eléments de théorie spectrale

2.1 Anneaux de Banach

Dans cette section on introduira quelques notions sur les groupes et les anneaux normés et
semi-normés.

Définition 2.1.1. Soit G un groupe abélien. Une semi-norme sur G est une fonction || || : G — Ry
telle que :

(i) J[of =0,

(ii) [la —b| < |la]| + ||b]| pour tous a,b € G.

Une semi-norme || || sur un groupe G est dite non-archimédienne si

(i") ||la — b|| < max {||al|, |b]|} pour tous a,b € G.

Dans ce cas on appelle (ii’) I'inégalité non-archimédienne.
Une semi-norme || || est une norme si ||a|| =0 < a = 0.

Notons que si G; C G est un sous-groupe d’un groupe semi-normé G, on peut définir une
semi-norme sur G/G1 en posant |a|| = inf{||g|||g € G, 7(g9) = a}, ou 7 : G — G/G; est la
projection canonique. La semi-norme sur G/G7 ainsi obtenue s’appelle la semi-norme résiduelle.

Définition 2.1.2. Soit ¢ : G — H un homomorphisme de groupes semi-normés. On dit qu’il
est borné s'il existe une constante C' > 0 telle que ||¢(f)| < C||f]| pour tout f € G.

Définition 2.1.3. On dit que deux semi-normes || || et || ||’ sur un groupe G sont équivalentes
il existe C, C" > 0, tels que Cllal| < ||a||" < C'||a|| pour tout a € G.

Définition 2.1.4. Soit ¢ : G — H un homomorphisme de groupes semi-normés. On dit qu’il
est admissible si la semi-norme résiduelle sur G/ ker ¢ est équivalente a la semi-norme sur Im ¢
obtenue par restriction de la semi-norme sur H.

Définition 2.1.5. Soit A un anneau unitaire. Une semi-norme sur A est une semi-norme sur
le groupe additif de A telle que

(i) 11 <1,
(i) ||abl| < ||la|| -||b]| pour tous a,b € A.
Une telle semi-norme est multiplicative si ||ab|| = ||al| -||b|| pour tous a,b € A.

Une valuation est une norme multiplicative.



Notons que si A est un anneau non nul et si la valuation n’est pas I’application nulle, alors
(d’apres (i) (1) < || 1] = 1.

Exemple 2.1.6. Un anneau de valuation discréte est un anneau normé non-archimédien. En
effet, si A est un tel anneau et v : A — 7Z est une valuation sur A, on obtient une norme
non-archimédienne sur A en posant ||a| = e~¥(®). Dans la suite, sauf mention du contraire, une
valuation signifie une norme multiplicative.

Pour les anneaux semi-normés on a la notion de suite de Cauchy, i.e. on dit qu'une suite

(xn), xn € Aestde Cauchy si ||z, —2y,|| ——— 0. On dit qu'un anneau semi-normé est complet
n,Mm—00

si toute suite de Cauchy converge vers un élément de cet anneau. Dans ce cas, on dira parfois que
la semi-norme est compléte. De la méme maniere comme en analyse classique, on peut définir la
complétion A de 'anneau normé A, cette complétion existe et est unique & un isomorphisme pres.

Définition 2.1.7. Un anneau de Banach est un anneau normé, complet pour cette norme.

Définition 2.1.8. Soit A un anneau normé. Un A-module M est dit semi-normé (resp. normé)
g’il est muni d’une semi-norme (resp. norme) || || telle qu’il existe une constante C' > 0 telle que
llam|| < Clal||m|| pour tous a € A, m € M, ou | | désigne la norme de A.

Définition 2.1.9. Soit A un anneau normé. Soient M, N des A-modules semi-normés. On
définit une semi-norme sur M®4 N en posant
|l = inf > ||mg||||ni]|, o T'on prend l'inf sur toutes les décompositions f = > m; ® n;. La

7
complétion de M ®4 N pour cette semi-norme s’appelle le produit tensoriel completé. On le note
M&y N.

Dans la suite on va essentiellement utiliser les anneaux normés suivants.

Définition 2.1.10. Un corps de valuation est un corps qui est un anneau de Banach, dont la
norme est une valuation.

Définition 2.1.11. Soit K un corps de valuation. On dit que K est quasi-complet si la valuation
sur K s’étend d’une maniere unique sur chaque extension algebrique finie de K.

Définition 2.1.12. Un corps non-archimédien est un corps de valuation, tel que la valuation est
non-archimédienne. En d’autres termes, ¢’est un corps K muni d’une application || || : K — Ry
telle que :

(i) fal =0<a=0

(ii) [lab|| = ||la]| -||b]| pour tous a,b € K

(iii) [|a + b|| < max{]|a|l,||b||} pour tous a,b € K,
et K est complet pour cette norme.

(En fait, la condition (ii) implique que |1 = 1 et || — a|| = || al|, d’ou (iii)< |ja — b]] <
max {||al||, |||} pour tous a,b € K).

La condition (iii) ci-dessus peut étre précisée de la maniére suivante :

Proposition 2.1.13. Soit K un corps non-archimédien. Soient a,b € K tels que |al|| # |||
Alors [la + b]| = max {{[a], [[b]|} -



Démonstration. Supposons que [[b]| < [lall. Si [|a + b[| < [lal|, alors [la|| = [[(a +b) — b <
max {||a + 0|, ||b||} < ||a||, ce qui n’est pas possible. Donc ||a + b|| = max {||a/l, ||6]|} O

Remarque 2.1.14. En général, si A (resp. K) est un anneau (resp. corps) muni d’une va-
luation || ||, on dit que la valuation est discréte (cf. 2.1.6), si I’ensemble {|lall,a € A(a €
K), a # 0} est discret dans R\{0}. Notons qu’il existe des corps munis d’une valuation non-
Archimédienne non discrete. Par exemple, ensemble des séries formelles (qui est un corps)
{z=ait" +...Fat" +...,a; €k, a; # 0,7, € Q,r; 2 00, }, k est un corps, oll 'on définit
une valuation par ||z|| =0 si z =0 et ||x|| = 27" sinon (cf.[Mo] 1.3.4).

Définition 2.1.15. Soit K un corps non-archimédien. Soit A une K-algebre. Dans la suite dira
qu’une application || || : A — R, définit une norme sur A si elle vérifie les conditions suivantes :

i) [fl=0&f=0,

i) |lef]l = llell 1| fI| pour tous c € K, f € A, ou ||c|| désigne la norme sur K,

(
(iii) [[fgll < [[f[I-llgl] pour tous f,g € A,
(iv) [If + gll < max{[|f],[lg]l} pour tous f,g € A.

—

Remarque 2.1.16. Notons que si A est une K-algébre comme dans la définition ci-dessus, alors
(zn) € A est de Cauchy ssi ||zp4+1 — Tn|| —— 0. Cela découle de I'inégalité non-archimédienne :
n—od

[Zntt — znll < max{||zpii-1 — @all, [[Tnt — Tnpe—1 [} < ..o < max{{[zpr — @), l2nge —
Tptt-1]l}-
Définition 2.1.17. Soient A un anneau de Banach et || || sa norme. Une semi-norme | | sur

A est dite bornée s'il existe une constante C' > 0 telle que |a| < C|a|| pour tout a € A. On
note M(A) lensemble de toutes les semi-normes multiplicatives bornées de A et on l'appelle
le spectre de A. On munit M(A) d’une topologie : c’est la topologie la moins fine telle que les
applications de la forme | | — |f|, f € A soient continues.

Théoréme 2.1.18. Le spectre M(A) est un espace séparé compact non vide.

Démonstration. [Berl] 1.2.1 O

Définition 2.1.19. Soient z € M(A) et | | la semi-norme correspondante. Soit p, le noyau de
| |. C’est un idéal premier fermé de A et par 'inégalité (ii) dans 2.1.1, le valeur |f| ne dépend
que de la classe de f dans A/p,. On peut étendre la valuation ainsi obtenue sur 'anneau integre
A/p; a son corps de fractions k(z). On note H(z) la complétion de k(z) pour cette valuation et
on note f(z) I'image de f € A dans H(x). Le morphisme ainsi obtenu

A - H H(z)

zEM(A)

A~

f=f=(@)sem)

s’appelle la transformation de Gel’fand.

Définition 2.1.20. Un homomorphisme borné A — K, ou K est un corps de valuation s’appelle
un caractere de A. On dit que deux caracteres x': A — K’ et x": A — K" sont équivalents
si’il existe un caractere x : A — K et des inclusions i’ : K’ — K et i : K" — K telles que
,[:/ o X/ — 7:// o X”-



Remarque 2.1.21. Le spectre M(A) s’identifie & ’ensemble de classes d’équivalence de ca-
racteres sur A. En effet, le point x € M(A) donne un caractere x,: A — H(x) (ou A — k(z)),
f— f(x),siz # y alors les caracteres x, et x, ne sont pas équivalents. Inversement, si x: A — K
est un caractere, alors en le composant avec la valuation sur K on obtient un élément de M(A).

Posons || f|| = xéI/l&é) |f(x)|, ou | f(z)] est la valeur en f(x) de la valuation sur H(z) obtenue

par I'extension de la semi-norme correspondante a x.

Soit A un anneau de Banach, soit f € A. On pose p(f) © fim g/ I/l ([Berl] 1.3).

Théoréme 2.1.22. Pour tout f € A un élément d’un anneau de Banach A on a: p(f) = || f|.
Démonstration. [Berl] 1.3.1 O

Soit k un corps non-archimédien. On ne suppose pas que la valuation sur k est non-triviale (la

valuation triviale est donné par : ||a|| =1, si a # 0, ||0]| = 0). L’anneau des entiers de k est
K {a € k] flall <1},
Proposition 2.1.23. (i) k° posséde l'unique idéal premier non nul (qui est donc maximal)

k¢ = {a€ kfllall < 1};
(i) soit p un idéal non nul de k°. Alors il existe t € Ry tel que soit p = {a € k||a| < t},
soit p={a € k|la| <t}

Démonstration. Soit p un idéal non nul de k°, soit a € p. Soit b € k° tel que [|b]| < ||a||. Alors
12 <1 (b= a2, la norme est multiplicative et |[b]] < |al), donc 2 € k° et b =a-2 € p.

Donc a € p = b € p pour chaque b € k° tel que ||b]| < ||a]|. Donc pour démontrer (ii) il suffit de

prendre ¢ = sup ||a]|.
ack®
Soit p un idéal premier de k°. Alors il existe t € Ry tel que soit p = {a € k||a] < t},

soit p = {a € k||la|]| < t}. Si p est différent de k°°, alors ¢ < 1 et il exite a ¢ p, a € k°°.
Comme |ja|| < 1, il existe n € N tel que a" € p, ce qui implique a € p puisque p est
premier. On obtient ainsi une contradiction, donc k° possede l'unique idéal premier non nul
k°° = {a € k||al < 1}. O

On pose o k°/k°° — le corps résiduel de k (si la valuation est triviale, k=k =ket

k°° = {0}).

Remarque 2.1.24. Notons que ’anneau k° n’est pas en général noethérien, par exemple,
lorsque la valuation n’est pas discrete (cf. 2.1.14).

Dans la suite on va utiliser le résultat suivant :

Théoreme 2.1.25. Une valuation de k admet une unique extension a une cloture algebrique k
de k. Cette valuation est compléte pour chaque sous-extension finie de k/k.

Démonstration. [BGR] 3.2.4/2 O

Si || || est une valuation sur k, on dénote aussi son prolongement sur k par || ||.
Dans la suite on va noter par k un corps non-archimédien (sans le préciser).



2.2 Algebres de Tate

Dans cette section on s’intéresse aux séries a coeflicients dans k ou k°.

oo
Lemme 2.2.1. La série ) a,, a, € k est convergente ssi lim ||a,| = 0.
v=0 v—00
oo
Démonstration. Sila série ) a,, a, € k est convergente alors lim ||a,|| = 0. Donc il suffit de
v=0 v—oo
. . . . j
démontrer l'inverse. Comme la valuation est non-archimédienne, on a : || > ay| < max ||a,|.
v—i v=i...J
o0
Comme lim ||a,|| = 0, cela montre que > a, est de Cauchy et donc convergente car k est
V—00
v=0
complet. ]

Maintenant considérons des séries a coeflicients dans k. Posons
B"(k) = {(x1,...,20) €k 3|z < 1}

Lemme 2.2.2. La série S = Y. ¢y 1, ¢ ... ¢ € K[[C1, ..., )] converge dans B (k) ssi
veEN™

lim e | =0.

v|—oo

Démonstration. Si S est convergente en point (1,...1) € B*(k) alors lim |c,| = 0 par 2.2.1.

[v]—o0
Inversement, soit z = (z1,...,z,) € B"(k). Alors il existe une sous-extension k&’ de k/k telle que
x; € k' pour tout i = 1...n. Par 2.1.25, K’ est complet et donc S(z) est convergente dans k' C k
par 2.2.1 ( lim |l¢,|| = 0 implique lim |/c,||||z¥] = 0).
|v|—o0 [v|—o0

Définition 2.2.3. La sous-algebre des séries convergentes 1), e E(Ciy .-y Gu) C K[[CL, -, Gl
s’appelle [’algébre de Tate.

Il est facile de vérifier que T;, est une k-algebre. On peut la munir de fagon naturelle d’une
norme.

Proposition 2.2.4. Soit f = > ¢,V € k(C1,...,Cn). L'application || || : T, — Ry :
veEN®

[fI} = maxle,
définit une norme sur I,,. On Uappelle la norme de Gauyfs.

Démonstration. 11 est facile de voir que ||f|| = 0 < f =0, |cf]| = |le|| -||f|| pour ¢ € k et
I +gll < max {|f]. |g]]} pour tous f.g € .. Pour démontrer que || gl = |I/] - lg]l pour tous
fyg € T,, il suffit de prendre f et g tels que || f|| = |lg|]| = 1 (quitte & diviser tous les coefficients
de f par un coefficient de norme maximale et de méme pour g.)

Notons que || fg|| < ||f]|-]|lg|l vient de I'inégalité non-archimédienne ||a + b|| < max {||al|, ||b]|}
pour tous a,b € k. Montrons que ||fg|| = ||f|| -|lg]] = 1. Supposons le contraire : ||fg| < 1.
Notons que f,g € k°(C1,...,Cn), o k°(C1, ..., () est la sous-algebre de T, formée par les séries
a coefficients dans k°.

Comme | l‘im llev|| =0pour h = > ¢, (" € k°((y,. .., ), la projection canonique 7 : k° —
v|—o0 veNr
k = k°/k°° donne D'épimorphisme 7 : k°(C1, ..., ) — k[CL, .-, Gl, D e — 3 w(e)Cr.
veN™ veN™
En plus, m(h) =0 < ||h]| < 1. D’ou 0 = 7(fg) = 7(f)n(g) # 0 car k[C1,. .., (] est integre. On
obtient une contradiction et donc |[fg|| = || f|l -1lg]l- O

Proposition 2.2.5. T,, muni de la norme de Gauf$ est compléte. C’est donc une algébre de
Banach.



o
Démonstration. Soit > fi, fi = > ciwC” € T, est de Cauchy. De méme comme dans la preuve

1=0 veN™
o0
de 2.2.1,on a lim ||f;|| = 0. On a donc lim ||¢;,, || = 0 pour chaque v. Donc les limites ¢, = Y ¢,
1—00 1—00 i=0
existent. Montrons que la série f = > ¢,(" est convergente. Par 2.2.2 il suffit de démontrer
veN®
que lim |¢, | =0.
|v|—o0
Soit € > 0. Comme lim ||f;|| = 0 on a ||¢;|| < € pour tout ¢ > N et . Comme les séries
1—00

fo, ... fn—1 sont convergentes, les valuations de tous ses coefficients sauf un nombre fini sont

o
plus petites que €. Comme ¢, = Y ¢y, alors ||c,|| < € pour tous v sauf un nombre fini. Donc

1=0
o
lim |e,|| =0, f= > (¥ converge et f =" fi. O
|v|—o0 veN™ 1=0

Proposition 2.2.6. T}, est un anneau noethérien et factoriel.

Démonstration. [BGR] 5.2.6/1 O

Proposition 2.2.7. Soit a C T,, un idéal. Alors a est fermé dans T,. De plus, il est strictement
fermé dans T, i.e. pour chaque f € T, il existe ay € a tel que || f — agl| = iIEIf If —all.
aca

Démonstration. [BGR] 5.2.7/2 et 5.2.7/8 O

Les propriétés ci-dessus se démontrent & l'aide de la division de Weierstrafl dans T}, ([BGR]
5.2). C’est 'analogue de la division euclidienne dans les anneaux de polynomes.

On peut généraliser la construction ci-dessus de la fagon suivante :

Définition 2.2.8. Soient r1,...,7, > 0. On pose

-1 def

k' ) S A=)’ |ay €k, Jlay|[r” — 0si |v] — oo},

v=0
ot v = (vi,...,vn), V| =114+ ...+vy, =" Y = o orb. On note k{(r—1(¢) W
k<r;141, ..., 7 1¢,) pour simplifier les notations.

De méme que pour 7}, on peut munir k(r~'¢) d’une norme en posant | f|| = max|a,|r",
v

De plus, k(r~'¢) est complete pour cette norme, donc c’est une k-algebre de Banach. Mais
k(ry 1§1, ..., 1¢,) ne coincide pas avec 'ensemble des séries convergentes sur un polydisque
fermé ([BGR] 6.1.5).

Proposition 2.2.9. k(r~1¢) est un anneau noethérien. Si a C k(r~1¢) un idéal, alors a est
fermé dans k{r=1¢).

Démonstration. [Berl] 2.1.3 O

Remarque 2.2.10. Par le méme procédé, on peut définir 'anneau A( 7~1¢) pour A une algébre
de Banach quelconque.



2.3 Algebres affinoides

Dans cette section on s’interesse aux algebres de la forme k(r; ¢y, ..., 7, 1¢,)/a (en particu-
lier, Tp,/a) ot a C k{r;*C1,..., 7, Ca) est un idéal.

Si A = k(r=1¢)/a est une telle k-algebre, m : k(r~'¢) — k(r='¢)/a est la projection cano-
nique, définissons || [|: A — Ry :

lw(h)[| = inf A —al|, h € k(r=1¢).

Proposition 2.3.1. L’application définie ci-dessus est une norme sur A, telle que A est compléte
pour || ||. Donc c’est une k-algébre de Banach. De plus, si A est de la forme k(C)/a, alors pour

chaque f € A il existe f € k(C) tel que n(f) = f et ||f|| = || f]-

Démonstration. 11 est facile de voir que || || définit une norme sur une k-algebre A (le fait que
Ifll =0 < f=0pour f € A découle de 2.2.9). Si A est de la forme k(()/a, a est strictement
fermé dans k(¢) (par 2.2.7). Alors pour chaque f € A il existe f € k{(¢) tel que 7(f) = f et
1= 1£1-

Il reste & montrer que A est complete pour || ||. Cela découle du fait que k(r—'¢) est com-
plet et qu’on peut relever une suite de Cauchy de A = k(r~'¢)/a en une suite de Cauchy dans
k(r=1¢) car (z,) € A est de Cauchy ssi ||,41 — 2| PR 0 par 2.1.16. O

Définition 2.3.2. Une k-algebre de Banach A s’appelle une algébre k-affinoide s’il existe un
épimorphisme admissible k(r;'¢y,...,r; ) — A pour certains r1,...,7, > 0, n € N. Si 'on
peut trouver un épimorphisme admissible T;, — A, on dit que A est une algebre strictement
k-affinoide. On dit que A est une k-algebre affinoide si ¢’est une algébre K-affinoide pour certain
corps non-archimedien K sur k. Dans la suite on écrira souvent une ”algebre affinoide” au lieu
d’une ”algebre k-affinoide”.

Notons que I'on peut voir 'algebre affinoide k(r| Y, ... r1¢,) /a comme Palgebre des fonc-
tions définies sur le lieu des zéros de a sur un polydisque fermé de polyrayon (r1,...,7,).

Définition 2.3.3. Soit A une algebre k-affinoide. L’espace M(A) s’appelle un espace k-affinoide.

Notons que cette définition a un sens car si A une algebre k-affinoide, A est une algebre
de Banach. Parfois on dira simplement un ”espace affinoide” pour un ”espace k-affinoide”. Un
morphisme borné d’algebres affinoides ¢ : A — B induit un morphisme ¢* : M(B) — M(A) en

posant ¢*(x)(f) def |6(f)| pour z € M(B) ou l'on note | | la semi-norme correspondante a x.

Pour avoir des propriétés fonctorielles, on considere la catégorie des algebres affinoides comme
la catégorie ou les objets sont les algebres affinoides et les morphismes sont les homomorphismes
bornés.

Remarque 2.3.4. Notons que tout morphisme d’anneaux ¢ entre des algebres strictement
affinoides A et B est borné pour n’importe quel choix de normes de Banach. En effet, un tel
morphisme est automatiquement continu par [BGR] 6.1.3/1, donc ||¢(a)|| < € si |ja]| < 6, d’ou
I'on déduit que [|¢(a)| < §[lall, donc ¢ est borné. Cela n’est pas vrai en général pour les algebres
affinoides ([Berl]| 2.1.13). Ce n’est pas vrai non plus que si ¢ : A — B est un homomorphisme
d’algebres affinoides tel que chaque caractére sur B induit un caracteére sur A, alors ¢ est borné
(par [Berl] 2.1.13 encore).



Proposition 2.3.5. Soit A une algébre k-affinoide. Soit B une A-algébre finie. Supposons que
A — B est un morphisme injectif. Alors lapplication induite M(B) — M(A) est surjective et
quasi-finie (i.e. ses fibres sont finies).

Démonstration. [Berl] 2.1.16 O

Définition 2.3.6. Soit V C X un fermé dans un espace affinoide X. On dit que V est un
domaine affinoide de X s’il existe un homomorphisme borné d’algebres affinoides ¢ : A — Ay
avec la propriété universelle suivante : pour tout homomorphisme borné d’algebres affinoides
f:+ A — B tel que I'image de M(B) est incluse dans V il existe un unique homomorphisme
borné f: Ay — B tel que f = f o ¢.

Théoréme 2.3.7. Soit V un domaine affinoide dans un espace affinoide X . Alors M(Ay) = V.
En particulier, le morphisme A — Ay est uniqguement déterminé par V.

Démonstration. [Berl] 2.2.4 O

Exemple 2.3.8. Donnons quelques exemples fondamentaux de domaines affinoides (dans les
exemples ci-dessous la propriété universelle découle de [Berl] 2.1.5).

1. Soit X un espace affinoide, soient p, g > 0. Un sous-espace fermé de X de la forme X (f) =
{z € X||f(z)| < p} s’appelle un domaine de Weierstraff de X. Un sous-espace fermé de
la forme X (f, g7 %) = {x € X||f(2)| < p, |g(x)| > q} s’appelle un domaine de Laurent de
X

Si X = M(A) alors un domaine de Laurent est représenté par I’homomorphisme A —
_ _ 1\ def _
Alp~' frag™) = AT, qS) /(T = f,95 — 1).

2. Si ¢ : A — B est un morphisme borné d’algebres affinoides, ¢* : M(B) — M(A) le
morphisme induit, V est un domaine affinoide dans M(A), alors ¢* ~1(V) est un domaine
affinoide dans M(B), representé par le morphisme B — B®4 Ay .

3. SiU,V sont des domaines affinoides dans X = M(A), alors UNV est un domaine affinoide,
representée par le morphisme A — Ay®4 Ay .

4. SiV est un domaine affinoide dans ’espace affinoide U, qui est un domaine affinoide dans
X, alors V est un domaine affinoide dans X.

)

Pour construire les espaces analytiques ”globaux” on aura besoin du résultat suivant :

Théoréme 2.3.9 (Tate). Soit (V;)icr un recouvrement fini d’un espace affinoide X = M(A)
par les domaines affinoides V; = M(Ay;). Soit M un A-module de Banach de type fini. Alors le
compleze de Cech

0-M—][[Mesdy, - [[MeaAvay, — ...
i 1,3
est exact.

Démonstration. [Berl] 2.2.5 O

Définition 2.3.10. Soit V C X un fermé dans un espace affinoide X. On dit que V est un
domaine spécial de X si V' peut s’écrire comme une union finie de domaines affinoides de X.

Soit X = M(A) un espace affinoide. On peut le munir d’une structure d’espace annelé
comme suit. Pour U C X on pose I'(U,Ox) = limAy, ol I'on prend la limite sur tous les do-
maines spéciaux V C U et Ay est une algébre affinoide correspondante a V. On définit ainsi



un préfaisceau sur X qui est en fait un faisceau par le théoréme de Tate 2.3.9. On note Ox , la
fibre de Ox en point .

Remarque 2.3.11. Par [Berl] 2.3 la fibre Ox , est un anneau local d’idéal maximal m, = {f €
Ox || f(z)| =0} (si |f(z)| # 0, f est inversible dans Ox, ). De plus, on a le résultat suivant :

Proposition 2.3.12. L’anneau Ox , est un anneau Hensélien.

Démonstration. [Ber2], 2.1.5 O

Dans la suite on va considérer les espaces affinoides comme les espaces localement annelés.
Maintenant définissons la catégorie des espaces affinoides (i.e. définissons les morphismes). No-
tons que l'application A — X = M(A) définit un foncteur de la catégorie des algebres affinoides
vers la catégorie des espaces localement annelés. Ce foncteur est fidele, mais il n’est pas pleine-
ment fidele par 2.3.4. Pour éviter ce probleme on définit morphisme d’espaces affinoides X — Y,
ou X = M(A), Y = M(B) comme un morphisme d’espaces localement annelés qui vient d’un
morphisme borné B — A. On obtient ainsi une catégorie.

Définition 2.3.13. Si K est une extension de k, alors I'application A — A®K définit un
foncteur de la catégorie des espaces k-affinoides vers la catégorie des espaces K-affinoides. On
I’appelle ’extension du corps de base.

2.4 L’anneau k°((y,..., ()

On a déja introduit 'anneau k°((1,...,(,) comme la sous-algebre de T, formée par des
séries a coefficients dans k° (i.e. par les séries s, telles que ||s|| < 1). On écrira parfois k°(() pour
kO<C17 s 7Cn> (1C1 ¢= (Cla SRR C’Vl))

Dans la suite on va s’intéresser aux quotients de la forme k°((y,...,(,)/a, ou a est I'idéal de
E°{C1y ..y Cn)- Etudions d’abord quelques propriétes de k° et k°(C1,...,Cn). Pour cela introdui-
sons la notion d’anneau adique.

Définition 2.4.1. Un anneau topologique est un anneau muni d’une topologie telle que I'addi-
tion et la multiplication sont continues pour cette topologie.

Soit A un anneau, soit a C A un idéal. Il existe une unique topologie sur A telle que une base
de voisinages de zéro est donnée par a”, n € N. Plus précisément, U C A est ouvert ssi pour
chaque z € U il existe n tel que x + a™ € U. La topologie ainsi obtenue s’appelle la topologie
a-adique. Notons que les a” sont ouverts et fermés pour cette topologie.

Définition 2.4.2. Un anneau topologique adique est un anneau topologique tel qu’il existe un
idéal a C A tel que la topologie sur A coincide avec la topologie a-adique. Dans ce cas on appelle
a l’idéal de définition.

On a les mémes notions pour les modules.

Définition 2.4.3. Soit A un anneau topologique. Un A-module topologique M est un A-module
muni d’une topologie telle que I’addition et la multiplication A x M — M sont continues, ot I’on
munit A x M de la topologie produit. Si a C A est un idéal, alors la topologie a-adique sur M est
une topologie telle que une base de voisinages de zéro dans M est donnée par les a” M, n € N. Une
topologie sur M s’appelle adique si elle coincide avec une topologie a-adique pour un idéal a C A.
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Lemme 2.4.4. Soient A un anneau, M un A-module et a C A un idéal. Considérons les
topologies a-adiques sur A et sur M. Alors
o0
(i) A est séparé ssi () a” =0
n=0
o0
(i) M est séparé ssi (| a"M =0
n=0
Démonstration. Démontrons (i), (ii) se démontre de la méme maniere. Soient z # y € A. Comme
o0
() a™ =0, il existe n tel que = —y ¢ a™, d’ou les voisinages cherchés x + a™ et y + a” de z et y

n=0
respectivement. De la méme manieére on démontre le sens inverse. O

Si la valuation sur k est non-triviale, on fixe pour la suite un élément non nul a € k°°. Sinon
posons a = 0. Considérons la topologie (a)-adique sur k°. D’apres 2.1.23 (a) = {x € k°| ||z| <
|la]|}. On déduit de cette description que pour chaque b € k°°, pour chaque n € N il existe
m,l € N, tels que (b)! C (a)® C (b)™. Donc la topologie (a)-adique sur k° ne dépend pas du
choix de a € k°°.

Pour avoir une autre description de k°(() rappellons la notion de complétion d’'un module
topologique.

Définition 2.4.5. Soit A un anneau topologique, soit M un A-module topologique. La complétion
de M est un A-module topologique M*, complet et séparé, muni d’'un homomorphisme continu

¢ : M — M* avec la propriété universelle suivante : pour chaque A-module topologique M’,

complet et séparé, et pour chaque homomorphisme continu d’anneaux topologiques f : M — M’

il existe un unique homomorphisme continu f* : M* — M’ tel que f = f* o ¢.

Notons que la condition ”séparé” assure qu’une limite d’une suite de Cauchy est unique.
Si A est un anneau a-adique et si M un A-module topologique, muni d’une topologie a-
adique, alors on a la description explicite suivante de complétion a-adique M :

Lemme 2.4.6. M = LiLnM/a"M. La topologie sur M est la plus fine telle que les projections

CanoONIqUEs Ty : M — M/a™M sont continues, ot 'on munit M/a"M de la topologie discréte.
Autrement dit, un sous-espace de M est ouvert ssi il est union de certaines fibres de m, (ot l’on
varie n € N). Et donc la base de voisinages de 0 € M est donnée par les idéauzx ker m,, n € N.

Démonstration. [M]23.H.3 O

Vu comme k°-module, £°(() possede une topologie (a)-adique, qui est complete (car T), est
complet) et séparé (par 2.4.4). En fait, on peut voir £°(¢) comme une complétion (a)-adique
d’un anneau de polynémes k°[(] (ou l'on voit k°[¢] comme k°-module et 'on considere la to-
pologie (a)-adique sur k°[C]). En effet, soit ¢ : k°[¢] — k°(¢) I'inclusion canonique. Soit M’ un
k°-module topologique, complet et séparé. Soit f : k°[(] — M’ un homomorphisme continu.
Soit s € k°(¢). Alors on peut voir s comme la limite d’une suite de Cauchy s = HILIEO Sy, avec

sn € k°[¢]. Comme [ est continue, f(sy) est une suite de Cauchy dans M’. Or M’ est complet

et séparé, il existe une unique f*(s) = lim f(s,) et I'on obtient ainsi ’application cherchée f*.
n—oo

Donc k°(() est une complétion (a)-adique de 'anneau k°[¢]. Par [M] 23.H.3 on a :

Lemme 2.4.7. k°(¢) = lim k°/(a™)[C].

2.5 Anneaux topologiquement de présentation finie sur k°

Dans la suite on va travailler avec les anneaux de la forme £°(C)/a, ot a C £°(¢) un idéal.
Etudions quelques propriétés d’anneaux de cette forme. Notons d’abord que ’on peut munir
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k°(¢)/a de la topologie (a)-adique.
Proposition 2.5.1. Soit a C k°(¢) un idéal de type fini. Alors k°(C)/a est complet et séparé
pour la topologie (a)-adique.

Démonstration. C’est une conséquence de [A] 10.13. Plus précisément, posons A ey k°(¢). Mon-
trons d’abord que si M est un A-module de type fini, alors M — M = lim M /a™ M est surjective.
Cela découle du fait, que si I’on a une suite exacte

0—-N—-A"—M—0,

alors, par la construction de lim, on a le diagramme commutatif suivant :

0 N A" M 0
Lol
0 N A" M 0

Notons que A" = A7 comme A est complet. La deuxieme ligne est exacte, car les applications
N/a"™'N — N/a™N sont surjectives. D’apres [H] 9.1. cela implique que lim est exacte.

Donc M — M est surjective. .
De plus, si M est de présentation finie, i.e. si N est de type fini, il en découle que M — M
est injective, car dans ce cas N — N est surjective d’apres ce qui précéde. Donc si M est de
présentation finie, alors M — M est un isomorphisme. En prennant M = k°(()/a, on obtient le
résultat vu que « est de type fini. O

Définition 2.5.2. Un anneau topologiquement de présentation finie sur k° est un anneau de la
forme £°(¢)/a pour un idéal a C k°(¢) de type fini.

Pour la brieveté on écrira dans la suite ”anneau de présentation finie” pour un anneau ”to-
pologiquement de présentation finie”.

Lemme 2.5.3. Soit A un anneau de présentation finie sur k°. Alors le quotient A/k°° A est de
type fini sur k.

Démonstration. Soit k°(C) — A un épimorphisme, alors il induit une surjection k[¢] — A/k°°A.
Plus précisément, si A = k°(()/a pour un idéal a C k°(() de type fini, alors A/k°°A = k°(() /(a+
k°°(C)) ~ k[C]/a est de type fini sur k. O
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3 Schémas formels et espaces analytiques associés

3.1 Schémas formels, constructions de base

Pour définir les schémas formels comme des espaces annelés, introduisons d’abord le procédé
de la localisation complete.

Soit A un anneau a-adique, complet et séparé. Par 2.4.6 A = anA/ a” et donc le morphisme
canonique A — lim A/a™ est un isomorphisme.
Définition 3.1.1. Soit f € A. La localisation compléte de A en f est 'anneau A(f~!) def
lim A/a"[f 1.

Notons qu’on a une application canonique A — A({f~1). De plus, les applications A[f~!] —
A/a™[f~1] donnent une application A[f~!] — A(f~!), ce qui montre que I'image de f dans
A(f~1) est inversible. Ce morphisme canonique A[f~!] — A(f~!) donne la description suivante :

Proposition 3.1.2. L’anneau A(f~!) est la complétion de A[f~'] pour la topologie sur A[f~1]
donnée par lidéal aA[f~1]. Si a est de type fini, alors la topologie sur A{f~1) coincide avec la
topologie aA(f~1)-adique.

Démonstration. Comme A[f 1] est plat sur A, alors A/a”[f~!] ~ A[f~!]/a™. Donc A(f~1) &

liLnA[f_l]/a” est la complétion aA[f~1]-adique de A[f~!]. Le fait que la topologie sur A({f~1)
coincide avec la topologie aA{f~!)-adique si a est de type fini découle du lemme ci-dessous. [

Lemme 3.1.3. Soit B un anneau b-adique pour certain idéal b € B. Si b est de type fini, alors
bB est l'adhérence de b dans la complétion b-adique B de B. Donc B est un anneau adique avec
lidéal de définition bB.

Démonstration. Par 2.4.6 la base de voisinages de 0 € B est donnée par kerm,, ou m, : B —
B/b™.

Montrons que kerm, est la cloture de b™ in B. En effet, b" est dense dans kerm, : pour
chaque f € kerm, et pour chaque m € N il existe f,, € b™ (par exemple, un représentant de
Tnem(f) € B/6™"T™) tel que f— f, € ker my4m. Comme ker , est fermé dans B par la définition
de la topologie sur E, c’est une cloture de b” dans B.

Soit b = (by,...,b,). Notons que b est dense dans bB, car bB C kerm et b est dense dans
ker m. Donc il suffit de démontrer que chaque élément de 'adhérence de b appartient & bB.

(o] T
Soit alors f = Y f; avec f; € b'. On écrit pour chaque i, f; = > fijbj avec fi; € bi~1, dou
i=1 Jj=1
T

%) R R o
f=>(2 fij)bj, dout f € bB. Donc bB est I'adherence de b dans B. Comme ker 7, sont les

j=1i=1
clotures de b” in B, n € N, et la base de voisinages de 0 € B est donnée par ker 7,,, n € N, donc
la topologie sur B coincide avec la topologie bB-adique. 0

0 .
Pour avoir une autre description de A{f~1) considérons 'anneau A(t) = {3 ¢;t| lim¢; = 0}
i=0

ou t est une variable. De méme que dans 2.2.5 et 2.4, on peut démontrer que /I(t> est complet et
séparé pour la topologie a-adique et que A(t) = @A/ a”[t]. Il existe donc un homomorphisme

canonique A(t) — A(f~1) qui envoie t en f1.

Lemme 3.1.4. L’homomorphisme A{t) — A(f~Y) induit I’isomorphisme A{t)/(1 — ft) ~
AFY).
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Démonstration. Considérons les suites exactes suivantes :
0— (1— ft)A/a"[t] — A/a"[t] — A/a"[f7'] -0, n e N.
Comme lim est exacte a gauche, cela donne une suite exacte a gauche :
0 — lim(1 — ft)A/a"[t] — limA/a"[f] — LimA/a"[f~"] — 0,

qui est en fait exacte comme les applications
(1 — ft)A/a"*1[t] — (1 — ft)A/a"[t] sont surjectives ([H] 9.1). Comme (1 — ft) n’est pas un
diviseur de zéro dans A/a"[t], cela donne une suite exacte :

0— (1— ft)A{t) — A(t) — A<f71> — 0,

ce qu’il fallait démontrer. O

Maintenant nous sommes préts pour définir les schémas formels affines. Ce sont certains
espaces annelés ou tous les anneaux que ’on considere sont des anneaux topologiques. Soit A
un tel anneau, complet et séparé, avec a 1'idéal de définition. On suppose ici que a est de type
fini. Notons

SpfA = {idéaux premiers ouverts de A.}

Soit p € A un idéal premier. Comme p est ouvert ssi il existe n tel que p D a < p D a,
alors SpfA coincide ensemblistement avec SpecA/a. La topologie de Zariski sur SpecA/a induit
donc la topologie sur SpfA. Comme d’habitude, on note D(f) le sous-ensemble de SpfA ou f
ne s’annule pas. Introduisons le faisceau structurel Ogpea sur SpfA. Comme les espaces D(f)
forment une base d’ouverts sur SpfA, il suffit de définir Ogpea(D(f)) pour tout f € A. Posons

def — . nrp—
Ospea(D(f)) = A(f1) = lim A/a"[f 7).
Cela définit un préfaisceau sur la catégorie des ensembles de la forme D(f) C SpfA, qui est en
fait un faisceau car pour tout recouvrement (D(f;)); de D(f) la suite

A = JTa = 1TAGH ™

est exacte comme la limite projective des suites exactes

AL (f7 =TT A/ = [T A e (fuf) 7]
i ,J
(vu que limite projective est exacte a gauche).
Pour z € SpfA on a : Oy = limuep(y) A(f71) est la fibre en point x. Comme dans le cas
classique, on voit que c’est un anneau local ([EGAI] 1.10.1.6).

Définition 3.1.5. Soit A un anneau adique d’idéal de définition a. Posons X = SpfA et Ox le
faisceau d’anneaux topologiques construit ci-dessus. L’espace localement annelé (X, Ox) s’ap-
pelle un schéma formel affine. On le note par SpfA aussi.

Notons que comme on a supposé que a est de type fini, alors par 3.1.2 on a que A(f~!), f€ A
est encore un anneau a-adique. On voit aussi que I'on peut voir SpfA{f~!) comme I’ensemble
des idéaux prémiers ouverts de A ne contenant pas f. On peut dire donc que pour un schéma
formel affine X = SpfA et U = D(f) C SpfA un ouvert, I’espace annelé (U, Ox|yr) est isomorphe
au schéma formel affine SpfA(f~1).

Les morphismes des schémas formels affines SpfA — SpfB sont les morphismes d’espaces
localement topologiquement annelés. Comme dans le cas de schémas, ils correspondant bijecti-
vement aux morphismes continues d’anneaux B — A.
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Définition 3.1.6. Un schéma formel est un espace localement topologiquement annelé (X, Ox)
tel que chaque point x € X admet un voisinage ouvert U tel que (U, Ox|y) est isomorphe & un
schéma formel affine.

Remarque 3.1.7. Comme dans le cas des schémas on a les notions d’immersions fermées et de
schémas séparés pour les schémas formels. Comme dans le cas classique tout sous-schéma fermé
d’un schéma formel affine X = SpfA est donné par SpfA/I — SpfA. De méme, cela donne que
si X est séparé, alors l'intersection de deux ouverts affines de X est affine. ([EGAI] 1.10.14)

Dans la suite on travaillera avec des schémas formels de la forme suivante :

Définition 3.1.8. Un schéma formel (X, Ox) est dit localement de présentation finie sur k° si
(i) X est locallement isomorphe & SpfA ou A est un anneau de présentation finie sur k°;
(ii) les familles des composantes irréductibles de schémas SpfA de (i) forment un recouvre-
ment localement fini.
On note k°-F'sch la catégorie des schémas formels localement de présentation finie sur k°.

Cette définition est correcte par 2.5.1 (on a le droit de considérer un schéma formel SpfA ou
A est un anneau de présentation finie sur k°) et par 3.1.4 (si A est un anneau de présentation
finie sur k°, alors sa localisation compléte en un élément f € A l'est aussi).

Définition 3.1.9. Un schéma formel localement de présentation finie sur £° est dit de présentation
finie s’il peut s’écrire comme 1'union finie de sous-schémas formels ouverts affines de forme SpfA
ol A est un anneau de présentation finie sur k°.

Notons que si la valuation sur k est triviale, alors k°-F'sch coincide avec la catégorie des
schémas localement de type fini sur k.
Dans la suite on va utiliser les lettres X, ) etc. pour des schéma formels de k°-F'sch.

Proposition 3.1.10. Soit (X,0x) € k°-Fsch. Alors Uespace annelé (X,O0x/k°°Ox) est un

schéma localement de type fini sur k. On le note X5 et on appelle la fibre spéciale de X.

Démonstration. Si U = SpfA est un ouvert de X, alors Ox(U)/k°°Ox(U) = A/k°° A est de type
fini sur & par 2.5.3. Plus précisément, si A = k°(C)/a, alors A/k°°A = k[¢]/&, olt & est I'image
de a dans E[(].

Pour conclure il faut démontrer que (U, (Ox/k°°Ox)|v) est isomorphe au schéma de type
fini sur k SpecA/k°° A. Pour faire cela il suffit de montrer que pour chaque ouvert D(f) C U
on & Ox(D())/k°°0x(D(f)) ~ A/k*° A[f~].

Par 3.1.4 Ox(D(f)) =~ A(t)/(1 — ft) ~ k°(¢,t)/(a,1 — ft), ou l'on écrit encore f pour une
préimage de f dans k°(C). Donc Ox(D(f))/k°°Ox(D(f)) ~[par 2.5.3]~ k[¢,t]/(a,1 — fi) ~
A/ A[f71]. Ce qu'il a fallait démontrer. O

Remarque 3.1.11. Tout ouvert d’un schéma formel SpfA est 'union finie de schémas formels
affines de la forme SpfA(f~!), f € A (cela découle du fait que SpfA est un espace topologique
noethérien, ce qui se démontre de la méme maniére comme pour les schémas).

Proposition 3.1.12. X — X, définit un foncteur.

Démonstration. 11 suffit de vérifier qu'un morphisme ¢ : SpfB — SpfA induit un morphisme
SpecB/k°°B — SpecA/k°°A. Soit ¢ : A — B un morphisme continue d’anneaux correspon-
dant. Soit x € k°°A, alors ||z|| < 1 (par 2.3.1 par example), et donc (z")p,ey — 0, donc
o(r) € k°°B (sinon ||p(x)]| = 1 par 2.3.1 et (p(2™))neny = 0). Donc p(k°°A) C k°°B. Donc le
morphisme ¢ : A — B induit le morphisme A/k°°A — B/k°°B, donc il induit le morphisme
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SpecB/k°°B — SpecA/k°°A. Donc X — X, est un foncteur. O

3.2 Sites

Définition 3.2.1. Soit C une catégorie. Une topologie de Grothendieck sur C est la donnée pour
chaque objet U € ObC d’un ensemble de familles de morphismes (U; — U);ecr qu’on appelle les
recouvrements de U tels que
(i) pour tout recouvrement (U; — U)cs et tout morphisme V' — U les produits fibrés
U; xy V existent et (U; xy V' — V);er est un recouvrement de V' ;
(ii) si (Ui — U);er est un recouvrement de U et si pour tout ¢ on se donne un recouvrement
de U; : (Vij — Ui)jey,, alors la famille (V;; — U);; est un recouvrement de U (ou le
morphisme Vj; — U est défini par la composition) ;

(iii) pour tout U € C la famille (U “ ) est un recouvrement de U.
La catégorie C avec la topologie de Grothendieck s’appelle un site. Si T' est un site, on note
Cat T la catégorie correspondante.

Exemple 3.2.2. Soit X un schéma. Considérons la catégorie Et(X ) des morphismes étales U —

X. Le recouvrement d’un tel morphisme est une famille (U; Ly Jier telle que U = U, fi(Us).
On note le site ainsi obtenu X et appelle le site étale de X.

Définition 3.2.3. Soient T, T5 deux sites. Une application continue (un morphisme de sites)
T1 — T5 est un foncteur Cat T — Cat 1] qui envoie les recouvrements sur des recouvrements.

Définition 3.2.4. Un préfaisceau d’ensembles (de groupes abéliens etc.) sur le site T est un
foncteur contravariant F: CatT — Sets (un foncteur CatT — Ab etc.). On dit que F est un
faisceau si la suite
FO) = [[7w) = [] 70 xv U))
i€l i€l

est exacte pour tout recouvrement (U; — U);er.

Un morphisme de préfaisceaux est un morphisme de foncteurs. Un morphisme de faisceaux
est un morphisme de préfaisceaux.

Si T est un site, on note T la catégorie des faisceaux d’ensembles sur 1" et S(7T') la catégorie
des faisceaux de groupes abéliens sur 7.

Dans la suite on va souvent considérer les faisceaux de la forme suivante.

Définition 3.2.5. Soit 1" est un site. Soit F' € S(T). On dit que F' est un faisceau torsion si
pour chaque U € CatT le groupe F(U) est un groupe de torsion, i.e. chaque élément de F'(U)
est d’ordre fini.

Soient Ty, Ty deux sites. Soit ¢ : T7 — T5 un morphisme de sites, soit ¢! : Cat Ty — Cat T}
le foncteur correspondant. Sous certaines bonnes hypotheéses (comme 1'existence des limites
inductives et projecttives etc., [Ka]), pour un tel morphisme ¢ on peut définir le foncteur d’image
directe ¢y : Ty — Ty, F '+ ¢ F, en posant ¢, F(U) = F(¢'(U)).

On définit aussi le foncteur d’image inverse ¢* : To™ — 117, F — ¢*F, en posant ¢*F

un faisceau associé au préfaisceau V — ¢P(V) aof lim(F'(U)) ou l'on prend la limite sur tous

V — ¢!(U). Cette définition est correcte et ¢* est 'adjoint & gauche de ¢, ([Ka]).
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Remarque 3.2.6. (i) Dans la suite on considera les cohomologies des faisceaux sur 7'. On
considera les sites T' tels que la catégorie T admet assez d’injectives (cf. [Mi] II1.1.1).
(ii) On dira qu'un faisceau F' sur un site T est flasque si H4(U,F) = 0 pour tout U €
Ob (CatT) et tout ¢ > 1.
(iii) Il en découle de [SGA4] V.4.1 qu’un faisceau F' sur un site T" est flasque ssi les cohomo-
logies de Cech HY(U, F) s’annulent pour tout recouvrement U de tout objet U de CatT
et pour tout q¢ > 1.

Dans la suite on aura besoin du résultat suivant :

Théoréme 3.2.7. Soit X = SpecK ou K est un corps. Soit K* la cloture séparable de K (i.e.
la plus grande extension séparable de K contenue dans une cléture algébrique de K ). Alors la
catégorie Xg est équivalente a la catégorie des G -modules discrets, ou G = Gal(K*/K). (si
un groupe G agit sur l’ensemble A on dit que A est G-dicret si application G x A — A est
continu ot l'on muni A de la topologie discréte.)

Démonstration. [Mi] I11.1.9 O

3.3 Espaces analytiques

Dans cette section on va introduire quelques contructions de [Ber2]. On suppose que tous
les espaces topologiques compacts, localement compacts et paracompacts sont séparé (un espace
topologique séparé est dit paracompact si tout recouvrement ouvert de cet espace admet un
sous-recouvrement localement fini).

Définition 3.3.1. Soit X un espace topologique. Soit 7 une classe de sous-ensembles de X (on

les munit de la topologie induite de celle de X). On dit que 7 est un quasi-réseau si pour tout
n n

x € X il existe Vi,...,V,, € T tels que z € [ V; et |J Vi est un voisinage de x. On dit qu'un

=1 =1
quasi-réseau 7 est un réseau sur X si pour tous U,V € 7 la restriction 7|yny est un quasi-réseau

sur UNV.

Remarque 3.3.2. Par le voisinage d’'un point x € X on entend une partie de ’espace to-
pologique, contenant une boule ouverte de centre z. Si Y C X une partie de X on note
Tly ={VerlVcY}

Définition 3.3.3. Soit X un espace topologique localement séparé, soit 7 un réseau de sous-
ensembles compacts sur X. Un atlas k-affinoide A sur X est une application qui associe a tout
V € 7 une algebre k-affinoide Ay et un homeomorphisme V= M(Ay), et pour tous U,V € 7
tels que U C V' un homomorphisme borné d’algebres k-affinoides oy 7 : Ay — Ay qui identifie
(U, Ay) avec un domaine affinoide dans V. Un triplet (X,.A,7) ainsi défini est dit un espace
k-analytique.

Par exemple, le triplet (X, A, {X}), ou X = M(A), A est une algebre affinoide, est un espace
analytique. Dans la suite on va le noter M(A) simplement.

Remarque 3.3.4. D’apres [Ber2] 1.2.4(iii) une base de la topologie d'un espace analytique est
formée par des ouverts locallement compacts et paracompacts.

Pour définir les morphismes entre les espaces k-analytiques nous avons besoin de quelques
constructions supplémentaires.
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Définition 3.3.5. Un morphisme fort entre les espaces k-analytiques
¢: (X, A, 1) — (X', A", 7") est la donnée :
i) d’un morphisme continue ¢ : X — X’ tel que pour tout V € 7 il existe V' € 7/ tel que
(i) p @ que p q
p(V)c V!
(ii) d’un systeme de morphismes compatibles d’espaces affinoides ¢y v+ : (V, Ay) — (V') Ayr)
pour toute paire V € 7 et V' € 7/ telle que (V) C V.
On dit qu'un tel morphisme est un quasi-isomorphisme si ¢ induit un homeomorphisme entre

X et X’ et pour toute paire V€ 7 et V' € 7/, (V) C V', py )y identifie V' avec un domaine
affinoide dans V.

On définit la catégorie k—%, ot les morphismes sont les morphismes forts (la composition
est bien définie par [Ber2] 1.2). La catégorie k-An d’espaces k-analytiques est définie comme la
localisation de k-An par les quasi-isomorphismes (le systéeme de quasi-isomorphismes dans k-An
admet un calcul de fractions par [Ber2] 1.2.10).

Proposition 3.3.6. La catégorie k-An admet des produits fibrés.
Démonstration. [Ber2] 1.4.1 O

On définit les domaines affinoides d’un espace analytique comme suit. Soit (X, .A,7) un es-
pace analytique. On dit qu’'un sous-ensemble W C X est 7-spécial s’il est compact et il existe un
n
recouvrement W = |J W tel que W;, W;NW; € 7 et Aw,@Aw,; — Aw,nw; est un épimorphisme
i=1
admissible. On appelle un tel recouvrement de W un recouvrement 7-spécial. Par le théoreme de
Tate 2.3.9 algebre de Banach Ay def ker([] Aw, — [1 AWiij) ne dépend pas du recouvrement
( ,J
et 'application W — M (A ) est bien définie.

Posons 7 % {W| W est un domaine k-affinoide dans un V" € 7}. On peut montrer que I'on
peut étendre A en un atlas A pour obtenir un espace analytique (X, A, 7). Soit 7 une collection
d’espaces T-spéciaux tels que 1’algebre correspondante Ay est k-affinoide, W = M (Ay/) et pour
certain recouvrement 7-spécial, (W;, Ay, ) sont des domaines affinoides dans W.

Définition 3.3.7. Les sous-espaces de 7 s’appellent les domains k-affinoides de X. C’est-a-dire,
W C X est un domaine affinoide de X, s’il existe un recouvrement W = U;W; tel que W,
W; N W; sont des domaines affinoides dans certaines V;,U;; € 7, AWZ.®AWj — Aw,nw; est un
épimorphisme admissible, W = M(Ayw) et (W;, Aw,) sont des domaines affinoides dans W. Les
sous-espaces T-spéciaux s’appellent les domaines spéciauzr de X.

Remarque 3.3.8. D’apres [Ber2] 1.1.1(i) les domaines affinoides sont fermés dans X.

Lemme 3.3.9. Soit ¢ : (X, A,7) — (X', A", 7") un morphisme d’espaces analytiques, soient
V C X et V' C X' des domaines affinoides. Alors Uintersection V.0 ¢~ (V') est un domaine
spécial de X.

Démonstration. [Ber2] 1.2.14 O

Proposition 3.3.10. Soient (X, A, 7) et (X', A',7") des espaces analytiques. Alors il existe une
bijection entre ’ensemble Hom((X, A, 1), (X', A, 7)) et ’ensemble des paires (¢, S) ou
— ¢ : X — X' est une application continue telle que pour tout x € X il existe des domaines
affinoides Vi,...,V, C X et V{,..., V)l C X' tels que Vi U ... UV, et V/U... UV, sont
des voisinages de x et ¢p(x) respectivement, v € ViN...NV, et (V) C V/;
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~ S est un systéme des morphismes compatibles ¢y d’espaces affinoides pour tous do-
maines affinoides V.C X et V! C X' tels que ¢p(V) C V.

Démonstration. [Ber2] 1.2.15 O

Définition 3.3.11. Un sous-espace Y de I'espace analytique X s’appelle un domaine k-analytique
si pour tout y € Y il existe des domaines k-affinoides Vi,...,V,, contenus dans Y tels que
y € ﬂ V; et U V; est un voisinage de y dans Y.

=1 =1
Notons que d’apres cette définition et 3.3.9 on a ([Ber2] 1.3) :
1. lintersection de deux domaines analytiques est un domaine analytique;

2. une préimage d’'un domaine analytique par un morphisme d’espaces analytiques est un
domaine analytique;

3. si Y C X est un domaine analytique, alors la famille des domaines affinoides de X qui
sont contenus dans Y définit un atlas sur Y et on obtient ainsi un morphisme d’espaces
analytiques v : Y — X avec la propriété universelle suivante : si ¢ : Z — X est un
morphisme d’espaces analytiques tel que ¢(Z) C Y il existe un unique morphisme 1) :
Z —Y tel que p =vo;

4. un domaine analytique qui est isomorphe & un espace k-affinoide est un domaine affinoide ;

5. tout ouvert de 'espace analytique est un domaine analytique. (C’est le cas pour un espace
affinoide par définition de la topologie sur le spectre d’anneau de Banach. Dans le cas
général soit (X,.A,7) un espace analytique, U C X est un ouvert. Par déﬁnition des l’es—
paces analytiques, pour chaque x € U il existe Vi,...,V, € T tels que = € ﬂ Vi et U Vi

=1 =1
est un voisinage de . Comme ’assertion est vraie pour chaque V; le résultat en découle.)

Considérons maintenant le procédés de recollement d’espaces k-analytiques. Soient (X;)ier
des espaces k-analytiques. Supposons que pour tous ¢,7 € I on a un domaine k-analytique
X;j C X; et un isomorphisme d’espaces k-analytiques v;; : Xj; 52X ji tels que

( ) i = Xi

(i) v (Xiy N Xy) = XN X5

(ili) vy = vy ovj sur Xy N Xy

On cherche un espace k-analytique X muni d’une famille de morphismes u; : X; — X tels
que

(1) p; est un isomorphisme de X; sur un domaine k-analytique de X

(2) X = UpilX)

(3) m(Xe5) = (X0 0115 (X;)

(4) p; = pj o vj sur Xjj.

Si un tel X existe, on dit qu’il est obtenu par recollement de X; selon les X;.

Proposition 3.3.12. Le recollement existe et il est unique a un isomorphisme prés dans les
situations suivantes :
(1) les X;; sont ouverts dans les X; ;
(it) pour chaque i € I tous les X;j sont fermés dans les X; et X;; = 0 sauf un nombre fini
d’indices j.
Dans le cas (i) tous les ui(X;) sont ouverts dans X. Dans le cas (ii) tous les p;(X;) sont fermés
dans X et si les X; sont séparés (paracompacts) alors X est séparé (paracompact).

Démonstration. [Ber2] 1.3.3 O
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Remarque 3.3.13. Rappelons qu’un espace topologique X est dit séparé (ou de Hausdorff) si
I'image de X dans X x X est fermée.

Naturellement, on peut recoller les morphismes aussi :

Proposition 3.3.14. Soit X un espace analytique, soit (Y;)icr un recouvrement de X par des
domaines analytiques tel que tout point x € X a un voisinage de la forme Y;; U...UY; et
xeY,n...nY;, (ie (Y;) est un quasi-réseau sur X ). Alors pour tout espace analytique X' la
suite
Hom(X, X') — [ [ Hom(Y;, X) = [ [ Hom(Y; NV}, X')
i i,
est exacte.

Démonstration. [Ber2] 1.3.2 O

Certains espaces analytiques possedent la propriété supplémentaire suivante (en particulier,
les espaces analytiques au sens de [Berl]).

Définition 3.3.15. On dit qu’un espace analytique X est bon si tout point de X a un voisinage
affinoide.

Exemple 3.3.16. (i) Un espace analytique M(A) est bon (A est une algebre affinoide).
(ii) Par contre le lieu de validité sur le polydisque unité de dimension 2 de la condition
"|IT|| =1 o ||S]| = 17 est un espace analytique qui n’est pas bon : le point Y a; ;7%S7 —
max |a;;| n’as pas de voisinage affinoide.

Si X est un bon espace analytique, on peut le munir d’un faisceau structurel Ox. Si X =
M(A) c’est le faisceau déja construit. Par 3.3.14 cela donne un faisceau Ox pour un bon espace
analytique X.

Dans le cas général définissons une topologie de Grothendieck sur un espace analytique X.
Comme catégorie on prend la categorie de tous les domaines analytiques de X. Les recouvre-
ments d'un domaine analytique Y sont donnés par les familles (Y;);c; de domaines analytiques
de Y qui sont des quasi-réseaux sur Y.

Définition 3.3.17. La topologie ainsi obtenue s’appelle la G-topologie sur X. On note par Xg
le site correspondant.

D’apres 3.3.14 on obtient un faisceau structurel Ox,, sur X et on a ainsi une notion de Ox,,-
module. On dit qu'un Ox,-module M est cohérent s’il existe un quasi-réseau 7 de domaines
affinoides sur X tel que pour tout V€ 7 M|y, est isomorphe au conoyau d’'un morphisme
de Oy,,-modules libres de type fini. Un morphisme d’espaces analytiques induit un morphisme
d’espaces G-annelés ¢g: Yo — Xg.

Remarque 3.3.18. (i) Si x est un point de X et V un domaine affinoide de X contenant
x, alors on peut définir le corps résiduel k(z) et le corps résiduel complété H(x) de x dans
V comme dans 2.1.19. Il ne depend pas du choix de domaine V par 3.3.9. On ontient
ainsi une application M(H(z)) — X qui vient du caractere y, corredpondant (2.1.19) De
2.1.19 on déduit que donner un point = de I’espace analytique X est équivalent & donner
un morphisme M(H(z)) — X (ou un morphisme M (k(z)) — X).
(ii) Si¢:Y — X est un morphisme d’espaces analytiques et x € X, alors I'espace analytique
Y xx M(H(z)) s’identifie a la fibre Y, de ¢ en point x ([Ber2] 1.4).
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Etudions le lien entre les espaces k-analytiques et les schémas localement de type fini sur
k. Soit X un tel schéma. Soit ® un foncteur de la catégorie de bons espaces analytiques sur k
vers la catégorie des ensembles qui accocie a un espace analytique X I’ensemble des morphismes
d’espaces annelés Homy (X', X).

Théoreme 3.3.19. Le foncteur ® est représentable par un espace analytique X" et le mor-
phisme m 1 X?" — X. §i X = SpecA ou A est de type fini sur k, alors X?" coincide avec
l’ensemble des semi-normes multiplicatives sur A prolongeant la norme de k.

Démonstration. [Ber2] 2.6.1 O

3.4 Application de réduction

Considérons d’abord le cas affine. Soit X = SpfA un schéma formel tel que A est un anneau
de présentation finie sur k°, i.e. A = k°(()/a pour un idéal a C k°(() de type fini. Posons
A - A ®ko k

Lemme 3.4.1. A est une algébre k-affinoide et l'image de A dans A est contenue dans
A°={f e A||lf(z)] <1 pour tout x € M(A)}.

De plus, si f € A, alors A{f™1) @po k = (A @pe k)(f71).

Démonstration. On a: A = (k°(C)/a) Qo k = (k°() ®po k)/(a Qo k) = k(¢)/(a ko k). (Plus
précisément, si a est engendré par fi,..., f,, alors a ®o k est engendré sur k(C) par fi,..., fn.
En effet, notons b 'idéal de k(C) engendré par fi,..., f,. L’application a @k k — b, > pifi ®
¢i — Y. cipifi, ¢i € k, pi € k°(() est surjective. Elle est aussi injective : si > ¢p;fi = 0, alors
Y Zpifi = 0ol ¢ = max ||, d’ou Y pi fi®ci = (O Lpifi) ®c =0, donc a®ye k = b.) L'algebre
A est donc une algebre k-affinoide.

Ensuite notons que f € A° < ||f|| <1< p(f) <1 par 2.1.22. Mais p(f) = || f|| car la norme
est multiplicative, donc f € A° < ||f|| <1, dousi f € A alors f € A° par 2.3.1.

Pour démontrer le reste écrivons A(f~!) @po k=[par 3.1.4|=A(T) /(1 — ft) Qo k=A(T) Qpo
k/(1 — ft) ®ko k=[de la méme manieére comme ci-dessus on montre que (1 — ft)A(T) Qo k =
(1= fFOAD)=AT) /(1 — ft) = (A k)(f). 0

Comme A est une algebre k-affinoide, on peut définir I'espace k-analytique M(.A). Posons

X, o M(A). Notons qu'un morphisme SpfA — SpfB induit un morphisme M(A) — M(B)

est donc X — X, est un foncteur.

Le point z € X, donne un morphisme x,: A — H(x), f — f(z) (comme dans 2.1), qui

induit le morphisme X : A — H(z), olt AY A/k°°A (comme dans 3.1.12: x,(k°°A) C H(z)°°

par 2.1.22). On pose:

m(x) 4 ker Xz-

Comme H(z) est un corps, m(x) est un idéal premier de A. On obtient ainsi une application
m: X, — Xs = SpecA, qu’on appelle l'application de réduction.
Maintenant démontrons quelques propriétés de cette application.

Proposition 3.4.2. L’image de 7 est fermé dans X;.

Démonstration. Considérons 'application A= H(z) et posons 7'(x) son noyau. L’application
ainsi définie 7’ : X,, — SpecA est 'application de réduction de [Berl] 2.4. Cette application est
surjective d’apres [Berl] 2.4.4 (i).
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Considérons ensuite un épimorphisme k°(¢) — A. Il induit les épimorphismes INf[C] — A
et k(¢) — A. Notons que le premier est bien défini par 3.1.12. L’épimorphisme k({) — A in-
duit un homomorphisme ﬁnijf [(] — A par [BGR] 6.3.4/2. Ce dernier coincide avec la composé
k[¢(] - A — A, donc A — A est fini (car k[¢] — A est fini). Soit z € X,). Par définition de 7

on a alors: m(z) = j~ (7' (x)) = § (ker A — %), olt j: A — A est le morphisme canonique.
Comme A — A est fini, cela montre que 'image de 7 est fermé dans X;. O

Proposition 3.4.3. (i) Soit Y un fermé de X4 défini par (fl, e ,fn) pour certains fi,..., fn €
A. Alors
7 ) = {z e %, |filx)] < 1,1 <i<n).

(i1) Soit U = Specgf, f € A un ouvert de X5. Alors
T U) = {z € Xy || f(2)] = 1}

et donc $h,, = 7= (U) ou U = SpfA(f~1).

Démonstration. Dans le cas (i) ona:z € n 1Y) & 7n(z) € Y & fi € kerxs, 1 < i < n
slfile) <1, 1<i<ne|fix)<1,1<i<n.

Dans le cas (i), 2 € 7' (U) & n(z) e U & [ ¢ kerxy < |f(@) =1 & |f(z)] = 1.
Le fait, que &, = 7 1(U) découle de 2.3.7. En effet, ||f|| < 1 par 2.1.22 : f € A et donc
f € A° par 3.4.1. On peut voir donc {z € X, ||f(z)| = 1} = {z € X, ||f(x)| > 1} comme un
domaine de Laurent, représenté par A — A(T)/(1 — fT) = A(f™!) @ k (par 3.4.1). Donc
Uy = MA{fY) @po k) = {z € X, ||f(z)| = 1} par 2.3.7. O

Considérons le cas ou U est un ouvert (pas forcement affine) de X;.

Proposition 3.4.4. Soit I un schéma formel avec un espace topologique sous-jacent U. Alors
U, s’identifie a un domaine affinoide dans X,).

Démonstration. Par 3.1.11 i est 'union finie de schémas formels de la forme i; = SpfA(fi),
fi € A. Posons U; = SpecAj. Donc U; = MA(fTH) = 7Y (U;). Par le théoreme de Tate
2.3.9 4, 'identifie avec un domaine affinoide M (ker [T A(f; ) — [TA(f; fj_1>) dans X,. De
plus, notons que dans ce cas i, coincide avec L (U). ]

Considérons le cas général. On le fera en deux étapes. On fixe un recouvrement localement
fini X = |JX,; par des schémas affines de la forme SpfA, ou A est de présentation finie sur k°.
Par définition de schémas formels de présentation finie sur k°, on peut supposer que X; N X; est
vide sauf un nombre fini d’indices j.

Pour la premiere étape supposons que X est séparé. Dans ce cas X;; = X; N X; est affine par
3.1.7 et donc Xjj 5 est un domaine affinoide dans X; , et X;;, — X;, X Xj,, est une immer-
sion fermé (i.e. un morphisme d’algébres associé est un épimorphisme). Donc on peut recoller
les X; , pour obtenir un k-espace analytique séparé paracompact X, (par 3.3.12). Si X est de
présentation finie (i.e. ¢’est 'union finie (J X;) alors X,, est compact (comme les X; , sont com-
pacts par 2.1.18).

De plus, on a les propriétés suivantes:

Proposition 3.4.5. (i) X — X, est un foncteur;
(1) les applications de réduction X; , — X; s donnent une application de réduction 7 : X, —
Xs;
(111) si il est un sous-schéma ouvert de X avec un espace topologique sous-jacent U, alors i,
est un domaine analytique fermé de X, et $h,, = 7=1(U) ;
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(iv) si Y est un fermé dans X alors 7= (V) est un owvert de X, ;
(v) Uimage de w est fermé dans Xs.

Démonstration. Les propriétés (i) et (ii) découlent du procédé de recollement des morphismes
3.3.14. La (iv) est vraie comme elle est vraie localement, les propriétés (iii) et (v) découlent de
[Bou] 1.1.5/4 (ce qui dit que la réunion d’une famille localement finie de parties fermées d'un
espace topologique est fermé dans cet espace). ]

Finalement, dans la deuxiéme étape X € k°-F'sch quelconque. Notons que X;; sont des
schémas formels séparés (comme 'intersection de deux affines) et on utilise la premiere étape
pour construire X;; , qui est un domaine analytique compact dans un espace k-affinoide X ,,
(car X; ; est un ouvert dans un affine et donc 'union finie d’ouverts affines par 3.1.11). Donc on
peut recoller les X; ,, pour obtenir un espace analytique séparé paracompact X,, (par 3.3.12) et
on a les propriétés (i)-(v) comme ci-dessus.

De méme, si X est de présentation finie (i.e. c’est 'union finie [JX;) alors X,, est compact
(comme les X; , sont compacts par 2.1.18).

Il est important de noter que l'espace X, n’est pas bon en général : par exemple si X est un
ouvert complémentaire de 'origine dans le plan affine formel alors X, est '’espace analytique de

3.3.16(ii) qui n’est pas bon.

Pour un morphisme ¢ : Q) — X on note ¢ et ¢, les morphismes s — X5 et P, — X,
respectivement.
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4 Morphismes étales et quasi-étales

4.1 Morphismes étales de schémas formels

Dans cette section on introduira les notions de morphismes étales de schémas formels. On
aura besoin de la propriété suivante, qui a lieu pour les morphismes étales de schémas.

Théoreme 4.1.1. Localement tout morphisme étale est standard :

sip:Y — X est un morphisme €tale, pour tout y € Y il existe des voisinages affines V et U dey
et p(y) respectivement tels que le morphisme |y : V — U est standard. (On dit qu’un morphisme
étale ¢ : V. — U est standard si c’est un morphisme de la forme Spec(A[T]/P); — SpecA, ou
A est un anneau, P € A[T] est un polynome réduit, i.e. son coefficient au plus haut degrée est
égal a 1, f € A[T] tel que P’ est inversible dans (A[T]/P)s).

Démonstration. [Mi], 3.14 O

Maintenant considérons le cas des schémas formels. Soit X € k°-F'sch, soit n € N. De la
méme maniere comme dans 3.1.10 on montre ’assertion suivante :

Proposition 4.1.2. L’espace annelé X, dof (X,0x/a™Ox) est un schéma de type fini sur

k°/(a™).

Soient X, 3 € k°-F'sch, soit n € N. Notons qu’un morphisme ¢: 3 — X induit un morphisme
Gn : 3n — Xy, car X, = X Xpo k°/a™ et 3, = 3 Xpo k°/a™.

Remarque 4.1.3. Soit £ € X un point du schéma formel X € k°-F'sch correspondant a 1’idéal
premier ouvert p. Notons que p N k° est un idéal premier de k°. Comme p est ouvert, p D (a),
donc pNk® est non nul, d’ou pNk® = k°° par 2.1.23. Les schémas X,,, n € N et X/k°°X coincident
donc ensemblistement.

Définition 4.1.4. Soient X, 3 € k°-Fsch. Un morphisme ¢: 3 — X est dit plat (resp. étale) si
tous les morphismes ¢, : 3, — X,, sont plats (resp.étales), n € N.

Remarque 4.1.5. En général les schémas 3, et X, ne sont pas localement noethériens (cf.
2.1.24). La notion d’un morphisme étale (resp. non-ramifié) correspond donc a [EGAIV] 17.3.
Pourtant on peut utiliser le méme critere que pour des schémas localement noethériens (loc. cit.
17.4.1(d")) : un morphisme localement de présentation finie f : X — Y est non-ramifié en point
r € X ssi 'anneau Oy, , = Ox, /myOx, . est un corps, extension finie séparable de k(y), ou
I'on note y = f(x) et X, est la fibre de f en point y.

Lemme 4.1.6. Soient X,3 € k°-Fsch. Un morphisme ¢: 3 — X est étale si est seulement s’il
est plat et étale en sa fible spéciale (i.e. si le morphisme 35 — X est étale).

Démonstration. Si ¢, : 3, — X, sont étales, alors 3; — X, I'est aussi par le changement de base
(le morphisme 35 — X5 coincide avec le morphisme 3, ®zx, (X, ®ko k°/k°°) — X, Qo k°/k°°). 1l
s’agit donc de monrer que si 3; — X5 est non-ramifié, alors 3,, — X, le sont aussi. Cela découle
de la rémarque ci-dessus vu que les anneaux locaux des fibres de ces morphismes (i.e. les Oy, ,)
ainsi que les corps résiduels sont les mémes par 4.1.3. O

Proposition 4.1.7. Soit X € k°-Fsch. Alors la correspondance X — X, induit une équivalence
entre la catégorie des schémas formels étales sur X et la catégorie des schémas étales sur X.

Remarque 4.1.8. Cette correspondance est bien définie par le lemme ci-dessus.
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Démonstration. 1l faut montrer que le foncteur -5 : 3 — 35 entre la catégorie des schémas formels
étales sur X et la catégorie des schémas étales sur X, est essentiellement surjectif et pleinement
fidele.

Montrons qu’il est pleinement fidele. Il s’agit de montrer que I’ensemble de morphismes étales
Homy(9), 3) est isomorphe a ’ensemble Homy,_ (s, 35). Cela découle du fait que Homyx (), 3) ~
limHomy, (Y, 3n) par [EGAI] 1.10.6.11 et du fait que Homy, (Yn, 3n) ~ Homy, (s, 35) par
[Mi] 1.3.23.

Montrons que -5 est essentiellement surjectif. Comme il est pleinement fidele, il suffit de
montrer que ’on peut relever localement un morphisme étale Z — X (i.e. on peut recoller les
relevements ainsi obtenus, car ils coincident sur les intersections vu que ¢s = s = ¢ = ¥ car le
foncteur -5 est pleinement ﬁdéle) Par la localité on peut supposer que X = SpfA, X, = SpecA
et Z = Spec(A[T]/P); > ol P est un polynéme réduit et P’ est inversible dans (A[T]/ P) (par

4.1.1). On choisit des relevements P et f de P et f et on pose Z = Spf(A(T)/P);. Alors Zs = Z.
Comme Z est un ouvert du schema formel Spf(A(T")/P) = Spf(A[T]/P), on voit que Z est plat
sur X. Comme Z;, — X, est etale, Z — X est etale d’apres 4.1.6. Donc -5 est essentiellement

surjectif et cela finit la preuve de la proposition.
O

Maintenant étudions le comportement de morphismes étales par rapport a ’application de
réduction.

Proposition 4.1.9. Soit ¢ : 3 — X un morphisme étale. Alors

Dn(3n) =7 H(s(3s))-

En particulier, ¢,(3,) est un domaine analytique fermé de X,,.

Démonstration. Notons que si ¢ : 3 — X est un morphisme étale, alors on peut le factoriser
par 3 — 4 — X, ou 4 est un ouvert du schéma formel X et 3, — i, est surjectif (il suffit de
prendre 3 = Im ¢ qui est ouvert d’apres 4.1.3 et le fait que ¢ est plat). Notons que 35 — 4
est étale puisque 35 — X, est étale et Uy — X, est étale comme une immersion ouverte. Donc
7 Hps(35)) = 71 (Us) = U, et il suffit donc de montrer que 3, — &l est surjectif. Soit x € 44,
alors x correspond a un morphisme M (k(z)) — &, par 3.3.18, ce dernier donne un morphisme
Spf(k°(z)) — U, ou k°(x) = {y € k(z),||yll < 1} est un anneau des entiers de k(x). On pose
k(z) le corps résiduel de k°(z). Posons A dof Spf(k°(z)). On a donc un morphisme A; — s, ce
qui donne un morphisme Ag — 35 puisque 35 — s est surjectif. Il s’agit donc de montrer que
le morphisme Ag — 35 se releve a en morphisme A — 3. Par la localité on peut supposer que
U = SpfC = Spf(k°(z1,...,2,) /1), Us = SpecCs = Spec(k[xl, .., zn]/I) et, comme 3 — 4
est étale, on peut aussi supposer que 3 = Spf (C[T]/P){f~1) et 3 = Spf (C [ ]/P) 7 comme
dans la proposition précédente (P est un polynome réduit). Soit (ay,...a,) le k:( )-point de g
correspondent & A; — g, il se releve a k°(x)-point (ay,...,a,) de L. Soit (ay,... &\;,g) le point
correspondent & A; — 3. Soit Py(t) = P(a1,...,an,t), on a ﬁ;(g) = 0, donc, puisque k°(x) est
Hensélien (par [Ber2| 2.3.3 et 2.4.3), on peut relever b en b tel que P,(b) = P(aq,...,an,b) = 0.
On obtient ainsi un k°(z)-point de 3 (la condition f(ai,...,an,,b) # 0 est aussi satisfaite car
f(a1,...,an,b) #0). Cela donne un morphisme M (k(z)) — 3y, donc 3, — 4, est surjectif. [

4.2 Morphismes étales d’espaces analytiques

Etudions d’abord quelques propriétés d’espaces affinoides et analytiques.
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Définition 4.2.1. Soit ¢ : M(B) — M(A) un morphisme d’espaces affinoides. On dit que c’est
une immersion fermée si A — B est un épimorphisme admissible.

Définition 4.2.2. Un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques s’appelle une immer-
sion fermée si pour tout x € X il existe des domaines affinoides Vi,...,V, C X tels que
zeVin...NV,, ViU...UV, est un voisinage de x et (b*l(Vi) — V; sont des immersions fermées
d’espaces affinoides.

Lemme 4.2.3. Un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques est une immersion fermée
ssi pour tout domaine affinoide V.C X, ¢~Y(V) — V est une immersion fermée d’espaces

affinoides.
Démonstration. [Ber2] 1.3.7 O

Définition 4.2.4. On dit qu’un morphisme ¢ : ¥ — X d’espaces analytiques est une immer-
sion G-localement fermé s’il existe un quasi-réseau 7 de domaines analytiques sur Y tel que pour
tout V' € 7 il existe un domaine analytique U C X tel que ¢ induit une immersion fermée V' — U.

Soit ¢ : Y — X une immersion G-localement fermée, soient U,V comme dans la définition
ci-dessus. Si J est un faisceau d’idéaux de Oy, correspondant a V', alors on peut considérer
J|T 2 comme un Oy, -module. Tous ces faisceaux sont compatibles sur les intersections et ils
définissent un Oy,-module cohérent. On I'appelle un faisceau conormal et on le note Ny, /Xe-

Définition 4.2.5. On dit qu'un morphisme d’espaces analytiques ¢ : Y — X est séparé si le
morphisme diagonal Ay/x:Y — Y xx Y est une immersion fermée.

Remarque 4.2.6. Si ¢ : Y — X est séparé alors l'intersection de deux domaines affinoides

est affinoide : en effet si U et V sont des domaines affinoides alors U NV = A{,}X(U x V) et
A;/l (UxV) — UxV est une immersion fermée d’espaces affinoides et donc UNV est affinoide.

Définition 4.2.7. Soit ¢ : M(B) — M(A) un morphisme d’espaces affinoides. On dit qu’il est
fini si B est un A-module de Banach de type fini.

Définition 4.2.8. Un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques est dit fini si pour tout
r € X il existe des domaines affinoides V7,...,V, C X telsquez e ViN...NV,, V1U... UV,
est un voisinage de x et ¢~'(V;) — V; sont des morphismes finis d’espaces affinoides.

Lemme 4.2.9. Un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques est fini ssi pour tout domaine
affinoide V.C X, $~H(V) — V est un morphisme fini d’espaces affinoides.

Démonstration. [Ber2] 1.3.7 O

Définition 4.2.10. On dit qu'un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques est fini au point
y € Y ¢'ll existe des voisinages ouverts V et U de y et ¢(y) respectivement tels que ¢ induit un
morphisme fini V' — U. On dit que ¢ est quasi-fini si’il est fini en tout point y € Y.

Lemme 4.2.11. Si un morphisme de bons espaces analytiques ¢ : Y — X est fini en point

y €Y, alors Oy, est une Ox 4, -algebre finie.
Démonstration. [Ber2] 3.1.6 O
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Définition 4.2.12. On dit qu'un morphisme quasi-fini ¢ : Y — X de bons espaces analytiques
est plat au point y € Y si Oy, est plat sur Ox 4(,). On dit que ¢ est plat 8’il est plat en tout
point y € Y.

Lemme 4.2.13. Un morphisme fini d’espaces analytiques ¢ : M(B) — M(A) est plat en point
y €Y ssi By, est plat sur A%(y), 0U Py €t Py(y) sont les idéauz correspondants aur semi-normes
définies par y et ¢(y). En particulier, ¢ est plat ssi B est plat sur A.

Démonstration. [Ber2] 3.2.1 O

Dans le cas général on définit les morphismes plats comme suit.

Lemme 4.2.14. Soit ¢ : Y — X un morphisme fini d’espaces analytiques, soient y € Y et
x = ¢(y). Alors les conditions suivantes sont équivalents :
(i) il existe des domaines affinoides Vi,...,V, C X tels quexz € ViN...NV,, ViU...UV,
est un voisinage de x et ¢~1(V;) — V; est plat en y pour tout i;
(ii) pour tout domaine affinoide V.C X, ¢=1(V) — V est plat en y.

Démonstration. [Ber2] 3.2.3 O

Définition 4.2.15. On dit qu’un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques est plat en point
y € Y §'ll existe des voisinages ouverts V et U de y et ¢(y) respectivement tels que ¢ induit un
morphisme fini V' — U qui vérifie les conditions équivalentes du lemme ci-dessus. On dit que ¢
est plat s’il est plat en tout point y € Y.

Proposition 4.2.16. Soit ¢ : Y — X un morphisme plat quasi-fini d’espaces analytiques. Alors
¢ est une application ouverte.

Démonstration. [Ber2] 3.2.7 O

Soit ¢ : Y — X un morphisme d’espaces analytiques. Considérons le morphisme diago-
nal Ay/;x : Y — Y xx Y (le produit Y xx Y est bien défini par 3.3.6). D’aprés [Ber2] 1.4
c’est une immersion G-localement fermée (la collection 7 de domaines affinoides V C Y |3U C
X un domaine affinoide |¢(V) C U est un réseau, pour tels U,V on a que V xy V est un do-
maine affinoide de Y x x Y et Ay, yx induit une immersion fermée V' — V' xy V). On peut donc
définir un faisceau conormal de Ay, x qu’on appelle le faisceau de différentielles de ¢ et on le
note par Oy, /x,-

Définition 4.2.17. On dit qu'un morphisme quasi-fini ¢ : Y — X d’espaces analytiques est
non-ramifié si Qy,/x., = 0. On dit que ¢ est étale s’il est non-ramifié et plat. On dit qu’il
est non-ramifié (resp. étale) en y € Y si’il existe des voisinages ouverts V et U de y et ¢(y)
respectivement tels que ¢ induit un morphisme non-ramifié (resp. étale) V — U.

Lemme 4.2.18. Un morphisme quasi-fini ¢ : Y — X de bons espaces analytiques est non-
ramifié (resp. €tale) au point y € Y ssi Oy, /m;Oy,, (xr = ¢(y)) est une extension finie et
séparable de k(x) (resp. et Oy, est plat sur Ox, ), ot Uon note par m, l'idéal mazimal de
Ox,z, k(x) est son corps résiduel.

Démonstration. [Ber2] 3.3.6 O
Soit ¢ : Y — X un morphisme quasi-fini. D’apres la définition de la G-topologie sur un

espace analytique, Qy,,/x., = 0 si et seulement si pour chaque domaine affinoide V' C X on a
Q-1(v)e)ve = 0. D’apres 4.2.14 on obtient donc :
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Proposition 4.2.19. Soit ¢ : ¥ — X un morphisme quasi-fini d’espaces analytiques, soient
y €Y et x = ¢(y). Alors les conditions suivantes sont équivalents :
(i) ¢ est étale en y;
(ii) il existe des domaines affinoides Vi,...,V,, C X telsquez e ViN...NV,, V1 U...UV,
est un voisinage de z et ¢~ (V;) — V; est étale en y pour tout i;
(iii) pour tout domaine affinoide V C X, ¢~1(V) — V est étale en y.

Proposition 4.2.20. Les morphismes étales sont stables par composition, par changements de
base et par extensions du corps de base.

Démonstration. [Ber2] 3.3.8 O

Proposition 4.2.21. Soeint vy : Z — Y et ¢: Y — X des morphismes quasi-finis. Si ¢ o) est
€tale et ¢ est non-ramifié, alors i est étale.

Démonstration. [Ber2] 3.3.9 O

On note par E’t(X ) la catégorie de morphismes étales U — X. D’apres la proposition
précédente tous les morphismes dans cette catégorie sont étales. Maintenant définissons le site
X¢t. On pose Cat(Xg) = Et(X) et ensemble de recouvrements de (U — X) € Et(X) est donné

par les familles (U; RN U)ier tels que U = | J;¢; fi(Us). On dira qu’un faisceau F' € X¢  est un
faisceau étale sur X.

Notons que tout morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques induit un morphisme de sites
Yz — Xg par 4.2.20 (un morphisme (U — X) € Et(X) donne un morphisme (U xx Y —Y) €
Et(Y)). Comme dans 3.2, pour un tel morphisme ¢ on peut définir le foncteur d’image directe
¢x Yo — Xg en posant ¢, F(U) = F(U xx Y).

De méme on définit le foncteur d’image inverse ¢* : Xg — Yz en posant ¢*F est un

faisceau associé au préfaisceau V — ¢P(V) e lim(F(U)) ou I'on prend la limite sur tous les

diagrammes commutatifs
|

Lo

y —% . x

avec U — X étale. Cette définition admet un sens et ¢* est adjoint a gauche de ¢..

Dans la suite on aura besoin de la construction suivante, qui est une généralisation de la
catégorie Ft(X).

Définition 4.2.22. Un germe d’espace analytique (ou k-germe) est une paire (X, S) ou X est
un espace analytique et S C | X|, i.e. S est un sous-ensemble de l’espace topologique sous-jacent
|X|. Si S = {x} on note le germe correspondant par (X, x).

Les k-germes forment une catégorie ott un morphisme de (Y,7) a (X, S) est un morphisme
oY — X tel que ¢(T) C S. La catégorie k-Germs est la catégorie de fractions de cette
catégorie par le systéeme de morphismes ¢ : ¥ — X tels que ¢ induit un isomorphisme de Y
avec un voisinage ouvert de S dans X. Ce systéme admet un calcul de fractions (a droite) et
done Homy,—germs((Y, 1), (X, S)) = lim(¢ : V — X),¢(T) C S ot on prend la limite sur tous V
appartenant au systeme fondamental de voisinages de T" dans Y ([Ber2] 3.4). On appelle un tel
morphisme ¢ : V' — X un représentant du morphisme (Y,7T) — (X, S).
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Définition 4.2.23. Soit (X, S) un k-germe. La catégorie Et(X, S) est la catégorie des mor-
phismes (Y, T) — (X, S) qui possédent un représentant étale ¢ : V — X tel que T = ¢~ 1(9).

Notons qu’on a une équivalence Et(X,|X|) ~ Et(X). Si z € X, Fét(X, z) désigne la sous-
catégorie pleine de Ft(X,x) formée par des morphismes (Y,7T) — (X, z) qui ont le représentant
¢:V — X avec V — ¢(V) fini.

Théoréme 4.2.24. Soit X un espace analytique, soit x € X. Alors on a une équivalence de
catégories Fét(X,x) = Fét(H(x)) ou Fét(H(x)) désigne la catégorie des schémas finis et étales
sur Spec H(z).

Démonstration. [Ber2] 3.4.1 O

Définissons la topologie étale sur un k-germe (X, .S). Les recouvrements de (U, T) — (X, S) €
Et(X,S) sont donnés par les familles (U, T}) B (U,T))ier telles que T' = |J; fi(T;). On note
par (X, S)¢ le site ainsi obtenu. On a un morphisme de sites i(x gy : (X, 8)¢ — X Si F' est
un faisceau sur X (i.e. un faisceau sur le site X¢), on note Fixs = i?X,S)F.

Soit (X, S) est un k-germe. Si x € S, alors on a le morphisme de sites i, : H(x)e — (X, S)e
(par 3.3.18). Plus précisément, ce morphisme vient d'un morphisme Et(X,z) — Et(H(z))
obtenu par composition Et(X,z) — Et(X(z)) — Et(k(z)) — Et(H(z)), ou l'on note par
Et(X(z)), Et(k(z)) et Et(H(x)) les catégories des schémas étales sur Spec Oy ., Speck(z) et
Spec H(z) respectivement.

Définition 4.2.25. Soit F' est un faisceau sur (X, S). On appelle le fibre F, de F en z I'image
inverse 3 F.

Remarque 4.2.26. D’apres 3.2.7 on peut idéntifier F, avec un Gy (,)-module discret corres-
pondant.

Soit (X, .S) un k-germe. A un ouvert U C S on associe un ouvert Ux C X tel que UxNS =U.
La correspondance U +— Uy ainsi obtenue définit un foncteur de la catégorie des ouverts de S
vers Bt(X,S), U — ((Ux,S) — (X,5)), et ce foncteur ne dépend pas du choix des Ux (A un
isomorphisme pres). On obtient ainsi le morphisme de sites 7 : (X, S5)¢g — S, ou S est le site
correspondant & la topologie usuelle sur S. En particulier, il existe un morphisme X¢ — | X|
que 'on note aussi par 7.

Théoréme 4.2.27. Soit F' un faisceau des groupes abéliens sur (X,S), soit © € S. Alors
(Rqﬂ'*F)g; >~ Hq(GH(x),Fx), q> 0.

Démonstration. [Ber2] 4.2.4 O

4.3 Topologie quasi-étale sur un espace analytique

Démontrons d’abord la propriété suivante, qui sera basique pour la définition de la topologie
quasi-étale dans la suite.

Théoréme 4.3.1. Soit ¢: 3 — X un morphisme étale de schémas formels X, 3 € k°-Fsch.
Alors pour chaque z € 3y, il existe des domaines affinoides Vi, ..., V, C 3, tels que V1 U... UV,
est un voisinage de y et pour tout i on peut identifier V; avec un domaine affinoide dans un
espace analytique étale sur X,.
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Démonstration. Montrons d’abord 'assertion pour ¢ de la forme Spf(B(f~!)) — SpfA, ou

(comme dans 4.1.7) B = A[T]/P = A(t)/P, ot P est un polynéme réduit et f € B tel

que 'mage P’ de g ' P/ dans Ef = (/T[T]/]S)f est inversible . Posons § = SpfB, alors

p={z¢€ ilﬂva(z)| =1} par 3.4.3. o
Comme P’ est inversible dans By, lg(2)| = 1 pour tout z € 3. En effet, il existe b € B tel

que ghf! = ™+ pour certains m,l € N. Comme 3y = {z € Y, ||f(2)] = 1}, alors pour tout
z € 3y on a lg(z)]-[b(z)] = |gb(z)| = 1. Comme | | est borné et multiplicative, [g(2)| < ||g|| <1
et [b(=)] < Ib]] < 1, donc [g(=)| = [b(=)] = 1.

Par 4.2.18 le morphisme i, — X,, est étale en point z € i, ssi g est inversible dans I’anneau
local correspondant, i.e. ssi g(z) # 0 par 2.3.11. Or |g(z)| = 1 pour tout z € 3,, alors 3, C {z €
i, g(2) # 0} peut étre identifié avec un domaine affinoide dans un espace analytique étale sur
X,

Par le méme procédé comme dans 4.1.7, dans le cas général on peut trouver des sous-schémas
formels affines X1,...X, C X et 31,...3, C3telsquey € 31 N...N3,, 31 U...U3, est un
voisinage de y et ¢ induit des morphismes étales de la forme Spf(B(f~!)) — SpfA comme
ci-dessus (d’apres la preuve de [Ber2] 1.3.3, cela découle de la structure du reseau 7 sur un
espace analytique obtenu par recollement.) Par ce qui précéde, on peut identifier 3; , avec un
domaine affinoide dans un espace analytique étale sur X; ,. Mais pour tout ¢ on peut trouver
un voisinage V; de y dans 3; , tel que 'on peut identifier V; avec un domaine affinoide dans un
espace analytique étale sur X,, tout entier par [Ber2] 3.4.2. Comme V; U...UV,, est un voisinage
de y dans 3,,, on obtient le résultat.

O

Soit ¢ : Y — X un morphisme d’espaces k-analytiques.

Définition 4.3.2. On dit que ¢ est quasi-étale si pour chaque point y € Y il existe des domaines
affinoides Vp,...,V, C Y tels que V; U... UV, est un voisinage de y et pour tout ¢ on peut
idéntifier V; avec un domaine affinoide dans un espace analytique étale sur X.

Par exemple, un plongement canonique d’un domaine analytique est quasi-étale. Par 4.3.1,
si ¢: 3 — X est un morphisme étale de schémas formels X, 3 € k°-F'sch, alors ¢, : 3, — X, est
quasi-étale.

Remarque 4.3.3. Si ¢ : Y — X est quasi-étale, alors il en découle de 3.3.4 qu’il existe des
domaines affinoides Vi,...,V,, C Y, tels que V1 U... UV, est un voisinage de y et pour tout ¢
on peut idéntifier V; avec un domaine affinoide dans un espace k-analytique paracompact séparé
(i.e. de Hausdorff) et étale sur X.

Proposition 4.3.4. (i) Les morphismes quasi-étales sont stables par composition, par chan-
gement de base et par extension du corps de base.
(ii) Si'Y et Z sont quasi-étales sur X, alors ¢ : Z — Y est quasi-étale pour tout X-
morphisme ¢.

Démonstration. Ces propriétés sont vraies pour les morphismes étales. Donc le fait que les
morphismes quasi-étales sont stables par changement de base et par extension de corps de base
découle de 2.3.8.

Soient Z ¥, YetY LA X quasi-étales. Montrons que Z — X est quasi-étale. Soient z € Z,
yeY,ze X tels que y = ¥(2) et x = ¢(y). Il existe des domaines affinoides Z1,...,7Z,, C Y
tels que Z1 U ... U Z,, est un voisinage de y et pour tout ¢ on peut idéntifier Z; avec un
domaine affinoide dans un espace analytique Z; étale sur Y et il existe des domaines affinoides
Yi,...,Y, C Y tels que Y7 U...UY, est un voisinage de y et pour tout ¢ on peut idéntifier
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Y; avec un domaine affinoide dans un espace analytique ); étale sur X. D’apres 3.3.9, quitte a
raffiner Z;, on peut supposer que pour chaque Z; il existe Y tel que ¥(Z;) C Yj(;). On a donc
Z; est étale sur Yj(;) et Yj(;) est un domaine affinoide dans );(;). D’aprés [Ber2] 3.4.1 et 3.2.2 on
peut supposer que 'on peut idéntifier Z; avec un domaine affinoide dans un espace analytique
étale sur );. D’apres 2.3.8 on peut donc idéntifier Z; avec un domaine affinoide dans un espace
analytique étale sur X. Le résultat en découle.

Pour démontrer (ii) notons que ¢ = prg o I'y, olt pro est la projection Z xx Y — Y, qui
est quasi-étale par le changement de base, I'y est le graphe Z — Z xx Y, il est obtenu d’'un
morphisme quasi-étale Y — Y X x Y par le changement de base. Le résultat en découle. O

Soit X un espace analytique. On note Qét(X) la catégorie des morphismes quasi-étales
U — X. Par la proposition ci-dessus on peut définir la topologie de Grothendick sur Qét(X)

comme suit. Un recouvrement de (U — X) € Qét(X) est une famille {U; Rt U }ier telle que tout
point de U a un voisinage de la forme f; (V1)U ... U f; (V,) pour certains domaines affinoides
Vi cU,...Vn CU;,. On note Xy le site ainsi obtenu et par Xy¢ la catégorie des faisceaux
d’ensembles sur X 4. On note Xg le site obtenu en considérant la G-topologie sur X, X est
le site étale. On a ainsi des mophismes de sites : p: Xog — Xgp et Xyop — X

De la méme maniere comme dans 4.2 le morphisme x induit le morphisme p* : Xg — Xgor
et le morphisme ¢ : Y — X induit les morphismes ¢ : Yoy — Xpgr et 0" 1 Xogp — Yer

4.4 Faisceaux moux sur des espaces analytiques

Définition 4.4.1. Un faisceau F' sur un espace topologique X est dit mou si pour tout fermé
V C X Tl'application FI(X) — F(V) est surjective.

D’apres [God] on a les descriptions suivantes de faisceaux moux :

Théoréme 4.4.2. Soit X un espace topologique paracompact, soit F' un faisceau sur X.
(i) Si chaque point de X admet un voisinage (ouvert) U tel que F|y est mou alors F est
mou.
(ii) Si F' est un faisceau mou, alors F induit un faisceau mou sur tout sous-espace fermé de
X. S5i X est normé, alors F' induit un faisceau mou sur tout sous-espace localement fermé

de X.
(iii) Si F est un faisceau mou de groupes abéliens, alors H4(X,F) =0, ¢ > 1.
Démonstration. [God] 11.3.4.1, 11.3.4.2, 11.4.4.3(b) O

Maintenant considérons le cas d’espaces analytiques.

Définition 4.4.3. On dit qu'un faisceau étale de groupes abéliens sur un espace analytique
est mou si pour tout x € X F, est un Gyy(;)-module flasque (au sens de 3.2.6) et pour tout U
paracompact et étale sur X la restriction de F' a la topologie usuelle de ’espace topologique
sous-jacent |U| est mou.

Exemple 4.4.4. Un exemple important d’un faisceau mou est un faisceau injectif. Le fait, qu’il
est mou découle de [Ber2] 4.2.5 (un faisceau injectif est acyclique, donc les conditions (1) et (2)
de [Ber2] 4.2.5 sont vérifiés, ce qui dit qu’un faisceau injectif est mou.)

Lemme 4.4.5. Soit F' un faisceau €tale de groupes abéliens sur un espace analytique X. Si F
est mou et X est paracompact, alors H(X,F) =0, ¢ > 1.
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Démonstration. Soit 7 : X¢g — |X| un morphisme de sites construit au paragraphe précédent.
Par [SGA4] V.5.3 on a la suite spectrale de Leray EY? = HP(|X|, Ri7.F) = HPTY(X,F).
Comme F' est mou, (Rm,F'), = 0 pour tout point z € X, g > 1 (d’apres 4.2.27). Cela implique
que Rim,F =0, on a donc HY(X, F) = HI(|X|, 7 F). Cela donne que HY(X, F) =0, ¢ > 1, car
HY(|X|,mF) = 0, ¢ > 1 par 4.4.2 (vu que la restriction de F a la topologie usuelle de |X| est
mou). O

Lemme 4.4.6. Soit ¢ : Y — X un morphisme d’espaces analytiques. Si F' un faisceau mou sur
X, alors ¢*F est un faisceau mou sur'Y dans les cas suivants :
(i) ¢ est quasi-étale ;
(ii) ¢ est un morphisme canonique X def X&ke — X, ou k® désigne une cloture algébrique
de k.

Remarque 4.4.7. Si la valuation de k est non-triviale, alors la cloture separable k° est dense
dans k%, i.e. k* = k¢ ([BGR] 3.4.1/5).

Démonstration. (i) Notons que si y € Y et x = ¢(y) alors on a l'inclusion H(y) — H(z).

On peut supposer donc que H(y)® — H(x)®, d’ott Gy, est un sous-groupe fermé de
G(z)- De plus, on peut identifier (¢*F'), avec Fy par [Ber2] 4.3.1 et cette identification
est compatible avec I'action de groupes Gy ,) et Gy (). Comme F, est un Gy (,)-module
flasque, on en déduit que (¢*F'), est un Gy (,)-module flasque.
Montrons maintenant que la restriction de ¢*F a la topologie usuelle de |Y| est mou.
D’apres 4.4.2 et le fait que |Y'| est localement paracompact (par 3.3.4), on peut supposer
que Y =ViU...UV, ouV; sont des domaines affinoides dans Y et pour chaque ¢ on peut
identifier V; avec un domaine affinoide dans un espace analytique paracompact U;, tel que
U; est étale sur X. Par définition d’un faisceau mou la restriction de F' & |U;| est mou, et
donc 4.4.2 implique que la restriction de F' & |V;| est mou car |V;| est un fermé de |U;]|.
Cela donne que la restriction de ¢*F' a la topologie usuelle de |Y'| est mou.

(ii) Soit Z — X un morphisme étale. Comme la propriété d’étre mou est locale, d’aprés
[Ber2] 3.2.2 on peut supposer que Z = Y oi1 Y est un espace analytique paracompact,
localement compact étale sur X. Il est suffit de vérifier donc que pour tout sous-espace
compact T C Y Dapplication F(Y) — F(T) est surjective (par 4.4.2). Cela découle de
[Ber2] 5.3.5.

O

4.5 Théoreme de comparaison
Soit X est un espace analytique. Rapellons qu'on a noté j le morphisme X ¢ — Xg. 1l

induit le morphisme p* : X¢; — Xye; .

Théoréme 4.5.1. Soit f: U — X un morphisme quasi-étale, soit F' un faisceau étale sur X.
Alors

(i) f*FU) = p*F(U), ot f* est un morphisme d’image inverse Xg — Ug ;

(ii) si F est un faisceau de groupes abéliens, alors HY(U, f*F) = H4(Uya, p*F), q > 0.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréeme on procéde par plusieurs étapes.
4 .72 sp . [N . . 2 g
FEtape 1. Considérons un préfaisceau sur X,¢ qui & chaque morphisme quasi-étale V- = X

associe g*F (V).

Lemme 4.5.2. Le préfaisceau V — g*F(V') est un faisceau sur Xge.
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Démonstration. Soit f : U — X un morphisme quasi-étale. Soit (U; AU )ieq un recouvrement

de U, g; sont quasi-étales. Posons f; = fog; : Uy — U — X et f;; les morphismes U;; — U — X,

Uij d—ef U; xy Uj. 1l s’agit de vérifier que la suite

HHﬂ ﬁHm

est exacte.

Supposons d’abord que U est un espace affinoide. Comme g; sont quasi-étales, on peut
supposer (quitte a raffiner le recouvrement) que la famille (U; KN )ier est finie et pour chaque
1 on peut idéntifier U; avec un domaine affinoide dans un espace analytique V; séparé et étale
sur U. Notons que si U; est un voisinage ouvert de U; dans V; alors le morphisme U; — U (i.e.
le morphisme U; — V; — U) est étale. Comme F est un faisceau étale, on a une suite exacte

erF )= [ reFs)
,J

oul;; = Uy xylU;. Par [Ber2] 4.3.5(1) on a que fF(U;) = lim f*F(U;) et f7F(Uij) = lim f*F(Ui;)
quand U; — U. Donc la suite (f*F(U)) — H(f* (Ui ) = H F(U;j) est exacte comme la

limite inductive filtrant des suites exactes.

Dans le cas général on peut supposer que U est paracompact (d’aprés 3.3.4 et le fait que
linclusion d’un ouvert dans l'espace analytique est étale). Ensuite, comme g; sont quasi-étales
et l'assertion est vérifiée pour un espace affinoide, on peut supposer que (U; — U);er est un
recouvrement localement fini par des domaines affinoides.

Comme les domaines affinoides sont fermés (cf. 3.3.8), dans ce cas le résultat découle de
[Ber2] 4.3 et [God] II.1.3.1 (qui dit que si F est un faisceau sur X et M; est un recouvrement
fermé localement fini de X alors la suite F'(X) — [[(F(M;)) = [ F(M; N M;) est exacte). [

i ij

Etape 2.

Lemme 4.5.3. Soit ¢ : Y — X un morphisme étale d’epaces analytiques avec X un espace de
Hausdorff. Soit C' un compact dans Y. Supposons que ¢ est injective sur C et pour tout y € Y
on a un isomorphisme H(p(y)) — H(y). Alors il existe un voisinage V de C dans Y tel que ¢
induit un isomorphisme V= ¢(V).

Démonstration. D’apres 4.2.24 ¢ est un isomorphisme local en tout point ¥ € C. On peut donc
supposer que ¢ est un isomorphisme local en tout point y € Y. Pour conclure il suffit donc de
trouver un voisinage V de C' dans Y tel que ¢ est injective sur V. Par la compacité on trouve
des ouverts Vi,...,V, C Y, telles que V; = ¢(V;) et C C V3 U...UV,. Par récurrence il suffit
de considerer le cas n = 2 (i.e. de construire V' au cas o n = 2).

Comme X est de Hausdorff, alors 'image de |X| par le morphisme ¢ : |X| — |X| x | X]|
est fermée. Soit h = (¢, ¢) le morphisme Y| x |Y| — |X]| x |X]|. On a donc {(y1,y2) | ¢(y1) =
P(y2)} = Y] xx| [Y] = h=1(5(]X])) est fermé dans Y| x [Y]. Alors son complémentaire W
est ouvert. Comme ¢ est injective sur C, W D {(y1,42) |y1 € C\Vi, y2 € C\Va2}. Il existe donc
des voisinages C\Vi, € Wy C Vi et C\Va C Wy C V3 tels que |[Wi| x |Wa| ne rencontre pas
Y15 x Y= {(y1,92) | #(y1) = ¢(y2)}, i.e. ¢ est injective sur W1 UWa. De plus, ¢ est injective
sur Wi U (Vi NVy), car Wy U (V3 N Va) C V4. De méme, ¢ est injective sur Wy U (V3 N V2) Alors
Pouvert V.= W3 UWoU (V1 NV3) est un ouvert cherché : il contient C et ¢ est injective sur V. [J

Etape 3.

Lemme 4.5.4. Soit (U ER X) € Qét(X). Alors il existe un recouvrement (U; 25 U)icr de
U — X dans Xy tel que (fg;)*F(U;) = (u*F)(U;) pour touti € I.
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Démonstration. Soit uPF un préfaisceau sur Xg¢ défini par U — hi)nF(Y) ou l'on prend la
limite sur tous les X-morphismes U — Y ou Y est étale sur X. Par définition de faisceau p*F,
il est un faisceau associé a pP. Pour conclure il suffit donc de montrer que f*F(U) = uPF(U)

pour tout U 4, X tel que U est affinoide et 'on peut identifier U avec un domaine affinoide
dans un espace analytique V séparé et étale sur X (on obtient ainsi un recouvrement cherché).
Par [Ber2] 4.3 on a f*F(U) = limF (V) ou V parcours les voisinages ouverts de U dans V.

Pour montrer que f*F(U) = pPF(U) il suffit donc de montrer que chaque X-morphisme U — Y
avec Y — X étale s’étend a un X-morphisme &/ — Y ou U est un voisinage de U dans V.

Pour cela notons que le morphisme pry : Y xx V — V vérifie les conditions du lemme de
Pétape précédent, ou 'on prend C limage de U dans Y xx V (le morphisme U — Y xx V
vient de X-morphismes U — Y et U — V, les conditions du lemme 4.5.3 sont vérifiées car U
est un domaine affinoide dans V). Donc il existe un voisinage ouvert W de C dans Y xx V

tel que W = U def pro(W). On a donc un X-morphisme 4 — Y qui vient de morphisme
W —Y xxV — Y. Le morphisme &Y — Y prolonge le morphisme U — Y et U un voisinage de

U dans V. Cela fini la preuve du lemme.
O

Etape 4. Les étapes 1 et 3 impliquent l’assertion (i) du théoreme. Notons cependant que le
fait que fPF(U) = pP(U) = limF(V), olt I'on prend la limite sur tous X-morphismes U — V
avec V — X étale, n’implique pas directement (i) car f*F est un faisceau sur Ug mais p*F est
un faisceau sur Ugg.

Etape 5. Démonrons maintenant D’assertion (ii). Notons d’abord quun recouvrement de U
par des ouverts est un recouvrement pour la topologie étale et pour la topologie quasi-étale.
Soit V un tel recouvrement. Par [SGA4] V.3.3 il induit donc les suites spectrales de Leray
HP(V,HI(f*F)) = HPTI(Uy, f*F) et HP(V,HI(*F)) = HP Uy, p* F), ot HI(f*F)
(resp. HY(u*F)) désigne le faisceau associé au préfaisceau V +— H(Vy, f*F|yv) (resp. V —
HY(Vyer, ' Flv), les H* désignent les groupes de cohomologie de Cech associés au recouvrement
V. On peut donc supposer que U est suffissmment petit et donc qu’il est paracompact (par
3.3.4).

Ensuite, considérons un recouvrement W de U par des domaines affinoides. Comme U
est paracompact, on peut supposer qu’il est localement fini. Ce recouvrement est un recou-
vrement de U pour la topologie quasi-étale. Il induit donc la suite spectrale de Leray qui
converge vers H®(Ugg, p*F'). Par [Ber2] 4.3.7 on a aussi la suite spectrale pour la topologie
étale HP(W, HI(f*F)) => HP*9(Ug, f*F). Pour conclure il suffit donc de montrer ’assertion
au cas ou U est affinoide et 'on peut 'idéntifier U avec un domaine affinoide dans un espace
analytique paracompact V étale sur X.

Notons que I’assertion est vrai au cas ¢ = 0 par (i). Considérons la résolution injective F' — I°®
du faisceau F' sur Xg. On a donc les résolutions f*F — fI® et p*F — p*I°. Comme un faisceau
injectif est mou, les f*I7 sont moux par 4.4.6. Comme U est paracompact, f*I7 sont acycliques
et donc on peut calculer la cohomologie de HY(U, f*F) comme les groupes de cohomologie du
complexe f*I*(U). Par (i) ce complexe coincide avec le complexe p*I*(U). Pour conclure il suffit
donc de démontrer que I'on peut calculer les groupes de cohomologie HY(Ug, p*F') a l'aide de
la résolution p*F — p*I®. Pour cela il suffit de montrer que les u*I7 sonc acycliques.

Montrons alors que si F' est injective alors H?(Uge, " F) = 0, ¢ > 1. Pour cela utilisons
la cohomologie de Cech. Si on a un récouvrement quasi-étale de U, alors on peut le raffiné
en recouvrement fini Y = (U; — U);er, ou pour chaque i, U; est affinoide et on peut l'iden-
tifier avec un domaine affinoide dans un espace analytique V; étale sur U. Pour montrer que
H9Y(Uget, p*F) = 0, ¢ > 1 il sufffit donc de montrer que HY(U,*F) =0, g > 1. Considérons le
complexe de Cech C*(U, F) correspondant.

Rappelons que 'on peut idéntifier U avec un domaine affinoide dans un espace analytique
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paracompact V' qui est étale sur X. Soient V; des voisinages de U; dans V, i € I. Quitte a changer
V par 'union de V;, on peut supposer que V; — V est un recouvrement étale de V. Or V est étale
sur X, F|y est injectif, donc le complexe de Cech C*(V, F) associé & un recouvrement V de V' est
exact. Le complexe C*(U, F') est donc exact aussi comme la limite inductive filtrant de complexes
exacts C*(V, F) (quand V; — U;). Cela montre que si F' est injective alors H?(Uge, p*F') = 0,
q > 1, ce qui finit la preuve du théoreme.

O

Passons a quelques consequances de ce théoreme.

Corollaire 4.5.5. Soit F € Xg . Alors
(i) F = pupt*F ;
(i1) le foncteur p* : X¢f — Xger est pleinement fidéle.

~

Démonstration. (i) Soit (U ER X) € Et(X). Alors f*F(U) = F(U). D’autre part, f*F(U) =
P FU) = pp*F(U), car le morphisme g, : Xq¢r — Xe¢r est le morphisme de restriction. On a
donc F' 5 p,p* F. Pour démontrer (ii) écrivons ’egalité obtenue par adjonction : Hom(u*F, yu*G) ~
Hom(F, s p*G) ~ Hom(F, G). O

Corollaire 4.5.6. Soit X un espace analytiques. Soit F' un faisceau €tale abelien sur X. Pour
q > 0 on note H1(F) le faisceau associé au préfaisceau V — HI(V, Fly) sur Xq¢ ot Fly désigne

le faisceau f*F pour V EN' quasi-étale. Soit V = (V; — X);er un recouvrement quasi-étale.
Alors il existe une suite spectrale HP(V, HI(F)) = HPT(X¢, F).

Démonstration. L’assertion découle de l'existence de la suite spectrale de Leray et de (ii) du
théoreme (i.e. HP(V, HY(F)) ~ HP(V, HI(u*F)) = HP (X ¢y, p*F) ~ HPTI(X g, F)). O

Corollaire 4.5.7. Soit ¢ : Y — X un morphisme compact d’espaces analytiques, soit F' un
faisceau étale sur Y. Alors pu*(¢«F) = ¢u(u*F). Si F un faisceau étale abelien sur Y, alors
1 (R16.F) = Rig, (i F), g > 0.

Démonstration. Soit f : X’ — X un morphisme quasi-étale. D’apres le théoréme on a p* ¢, F(X') =
f6.F(X').

Comme ¢ est compact, f*¢.F(X') = ¢L(f*F)(X'), ot ¢’ est un morphisme induit Y’ :=
Y xx X' — X' et f est un morphisme Y x x X’ — Y. En effet, si f est étale, alors f*¢, F(X') =
0 F(X') = F(Y xx X), ¢.f*F(X') = ¢/, F(X') = F(Y xx X'), dolt on obtient le résultat.
Dans le cas général, d’apres 1’étape 1 on peut supposer que X’ est un domaine affinoide dans
lespace analytique X’ étale sur X :

YXXX/ E— YXXX/ —— Y

| ! |

X'  — X’ — X

D’apres [Ber2| 4.3.6 on a donc f*¢.F'(X') = imF'(U xx Y) ou U parcours les voisinages
ouverts de X’ dans X’. Comme ¢ est compact, ¢’ et ¢" : YV xx X' — X’ le sont aussi, donc
P F)XT) = (f"F)(Y xx X') = lmF(U xx Y) d’apres [Ber2] 4.3.6 encore. On a donc
[FoF(X') = ¢l (f*F)(X'). On obtient donc p*¢. F(X') = f*F(Y xx X') 5 p*F(Y xx X') =
Qb*N*F(X/)'

De méme comme dans la preuve du théoreme, pour démontrer le reste il suffit de voir que si
F' un faisceau abelien injectif, alors Ri¢.(u*F) = 0, ¢ > 1. Cela découle de la preuve de (i7) du
théoreme. 0
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5 Foncteur de cycles évanescents

5.1 Construction et propriétés basiques

Soit X € k°-F'sch. Soit o : 35 — 3 l'inverse du foncteur de la catégorie des schémas formels
étales sur X vers la catégorie des schémas étales sur X5 de 4.1.7. Ce dernier est une équivalence,
donc o est bien défini.

Lemme 5.1.1. La composition de o avec un foncteur 3 — 3, défini un morphisme de sites
v xn,qét - xs,ét; 35— 377-
Démonstration. 1l s’agit de vérifier que

(i) si¢: 35 — X est étale, alors v(¢) : 3, — X, est quasi-étale.
fs,i

(ii) Si(3s,i = 3s)icr est un recouvrement de 3, i.e. |, fs.i(3s,i) = 3, alors J; fr,i(3n,:) =
3
On voit que (i) découle de 4.3.1 et (ii) découle de 4.1.9. O

. . f ~ ~ ~ . .

On obtient ainsi un foncteur © % vst* 1 Xy e — Xy g6t — Xs,é » qui est exacte a gauche

(car v, est exacte & gauche et u* est exacte, cf.[Ka] 17.5.2). Pour un corps K on note O le
foncteur obtenu de la méme maniere.

Si f:Y — X un morphisme d’espaces analytiques et F' un faisceau sur X on note F(Y)
(resp. HY(Y, F)) pour f*F(Y) (resp. HY(Y, f*F)).

Proposition 5.1.2. Soit I un faisceau étale sur X,).

(1) Si 3, est étale sur X, alors O(F)(3s) = F(3y).

(i) Si F est un faisceau de groupes abéliens, alors RIO(F') est associé au préfaisceau 35 —
HY(3,, F).

(iii) Si F est un faisceau mou de groupes abéliens, alors ©(F') est flasque.

(iv) Si 3 — X est un morphisme étale dans k°-Fsch F est un faisceau de groupes abéliens,
alors R1O(F)|3, = RI1O(F|3,).

(v) Si F est un faisceau de groupes abéliens, alors il existe une suite spectrale EY? =
HP(X,, R1O(F)) = HPT(X,, F).

Démonstration. (i) Par construction de v on a O(F)(3s) = vup*(F)(3s) = p*(F)(3,) =[par
4.5.1]=F(3,)
(ii) D’apres [SGA4] V.5.1.1 le faisceau RIO(F) = Ry, pu*(F) est associé au préfaisceau
3s = HY(3y gér, W' F) = Hq(S,,,F)vpar 4.5.1.
(iii) Par 3.2.6 il faut montrer que H%(V,©(F)) = 0, ¢ > 1 pour un recouvrement étale
V = (3s,i — 3s)ier dans X, ¢ . Par (i) HY(V,O(F)) = HY(V,, F) ot V, est un recouvre-
ment quasi-étale (3, ; — 3,). D’apres 4.5.6 on a une suite spectrale HP(V,, HY(F)) =
HP*4(3,, F), ce qui implique que Hp(Vn, F) = H?(3,, F), puisque 3, ; sont paracompacts
par construction et donc HY(F) =0, ¢ > 1 par 4.4.6. Comme 3,, est paracompact aussi,
HP(3,, F) =0 d’apres 4.4.6 encore et on obtient ainsi (iii).
(iv) Cela découle directement de (ii).
(v) Comme © e v, i, on a une suite spectrale EY'? = HP(X,, R1O(F)) = HPT9(X,) ¢¢t, W*F).
D’aprés 4.5.1(il) HPT9(X,), g1, p* F) = HPT(X,), F), le résultat en découle.
O
Définissons maintenant le foncteur de cycles évanescents. Soit X € k°-Fsch. Notons X def
X&(k5)°. Cest un schéma formel sur (k%)°, ot k5 désigne la cloture séparable de k. Notons
Xs=%X:® ks sa fibre spéciale, X7 = .'{77@]53 la fibre générique. Soit F' un faisceau étale sur X, ¢.
Notons F € X5, ¢r limage inverse de F (on a le morphisme Cat Xy, e — Cat X ¢ qui vient
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d’un morphisme (U — %,) — (U&k® — X5)).

Définition 5.1.3. Pe foncteur de cycles evanescents U, : X, & — Xsg est le foncteur
P W,(F) = 0 (F).

Introduisons quelques notations. Soit K un corps sur k, on suppose que la valuation de K
prolonge la valuation de k. On note X, et X, la fibre spéciale et la fibre générique respecti-
vement du schéma formel Xx = X&p0 K° sur K° (ona X5, =X, ® K et X = %n®K) Si F
est un faisceau sur X,, on note Fx I'image inverse de F sur X,,..

Posons G, o G(k®/k) le groupe de Galois de 'extension k°/k, G aof G(k*/k). Le groupe
G, agit (a gauche) sur Xj ¢ par transport de structure. Cette action induit I'action de G, sur

F. Plus précisément, si g € G, on pose g.F(U) def F(g.U),ou U — Xj; est étale. Cette action

induit 'action de Gy, sur ¥, (F) = ©,,(F) compatible avec I'action de G, sur X5 (ou l'on voit

G comme un quotient de G, d’apres [Ber2] 2.4.4), i.e. si g € G, et § € G5 un élément corres-

pondant, on a g.¥,(F) def O (9-F) = .V, (F), out on pose §.¥,(F)(U) def U, (F)(g.U) pour

U — X3 étale.

Définition 5.1.4. Soit G un groupe profini qui agit sur un faisceau F' € X5 & . On dit que
Paction de G est continue si pour tout U quasi-compact et étale sur X; le groupe G agit
continument sur I’ensemble discret F'(i5), i.e. 'application G x F(iUs) — F(45) est continue
(cf.[SGAT]).

Remarque 5.1.5. On appelle groupe profini un groupe topologique qui est limite projective de
groupes finis (munis chacun de la topologue discrete). Par exemple, si K est un corps, alors le
groupe de Galois G(K*®/K) est profini, car par construction c’est la limite projective des groupes
de Galois G(L;/K) des extensions galoisiennes finies L;/K continues dans K*/K.

Lemme 5.1.6. Soit F' un faisceau étale abélien sur X,. Alors U, (F) = limi}(Ok (Fk)) ot l’on

prend la limite sur toutes sous-extensions finies de k®/k et ix désigne le morphime canonique
X5 — X En particulier, Uaction de G, sur W, (F) est continue.

Démonstration. Soit i, quasi-compact et étale sur X,. Alors I’espace analytique i, est com-
pact, donc F(8h,®k%) = h_n)lF(ilT,@K) par [Ber2] 5.3.4, ce qui donne le résultat car pour tout
schéma étale sur X; il existe un recouvrement étale par des schémas iz, ou U est affine (et

donc quasi-compact) et étale sur X,. L’action de G, sur ¥, (F) est continue, car G, agit sur
i5 (O (Fk)) via Gal(K/k). O]

On obtient ainsi que V¥, est un foncteur de la catégorie X, ¢ vers la catégorie des G-
faisceaux étales sur X; (i.e. la catégorie des faisceaux étales sur Xz munis d’une action continue
de G,), compatible avec I'action de G, sur X;). Notons SG’W(%g) la catégorie des G -faisceaux
étales de groupes abéliens sur Xs. Alors ¥, définit un foncteur S(X;) — Sg, (Xs), ce qui donne
les foncteurs dérivés RV, : S(X;) — Sg, (Xs).

Proposition 5.1.7. Soit F un faisceau étale de groupes abéliens sur X,. Alors
(i) RIV,(F) = ImRY(Ok(Fk)) ot l'on prend la limite sur tous sous-extensions finies de
ke [k ;
(i1) si I est mou alors le faisceau V,(F) est flasque;
(iii) si ¢ : 3 — X est un morphisme étale dans k°-Fsch, alors R1W,(F)|3, = R1V,(F|3,),
q20;
(iv) il existe une suite spectrale EY'? = HP (X5, R1V, (F)) = HPT(X5, F).
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Démonstration. D’apres [Ber2] 5.3.5. HI(F(4,&k)) = lim H¢ (F(4,®K)) pour i ; quasi-compact
et étale sur X;. On montre donc (i) par le méme procédé comme dans le lemme ci-dessus. Si
F est mou, alors F I'est aussi par 4.4.2, donc (ii) découle de 5.1.2(ii). On vérifie (iii) et (iv) de
méme comme dans de 5.1.2. O

Soit X € k°-Fsch. Dans la suite de ce paragraphe on suppose que le morphisme canonique
X — Spf(k°) se factorise en X — T — Spf(k°), ou ¥ & Spf(k°(S)) est la completion formelle
de la droite affine (2.4.7). Introduisons quelques notations.
— t € %, est le point correspondant & la norme sur k£(S) (la norme est donnée par le maximum
des valuations de coefficients).
_ g 7(t), i.e. s’ est le point générique de T, = k[9].
— H(t) est le corps résiduel complété correspondant a ¢. On a alors un morphisme canonique

Spf(H(t)) — Spf(k(S)). Par [Berl] 2.4.4(ii) on a 7~ 1(s') = t et H(t) = k(S) = k(s'), o
k(S) est le corps de fractions de k[S].

— XY % g SPE(H(1)°) = X Xgprhe(sy) SPE(H(1)°). On a X' € H(t)>-Fsch.

— X/, est la fibre spéciale de X', on voit que X/, = X, xg, k(S) = (Xs)s est la fibre du
morphisme X; — T en point s (le morphisme X3 — T4 vient du morphisme X — ¥).

- %;7, est la fibre générique de X', on voit que %;7, = X, xg, H(t) = (X,); est la fibre du
morphisme X, — %, en point ¢.

— ©’ est le foncteur %;7,7 o — Xy gt — X e

— W,/ est le foncteur de cycles evanescents F' +— @W(F )

— A : X — X est le morphisme canonique, il induit les morphismes Ay : X, — X, et
Ap X — Xy

— Si F est un faiceau étale sur X,), on pose F’ def AN e %;7,, P
— A5 : X, = (X5)y — X5 est le morphisme induit par I'inclusion &* — H(t)*.

Proposition 5.1.8. Soit F' un faisceau étale de groupes abéliens sur X,. Soit ¢ > 0. Alors il
existe un isomorphisme canonique \:(RIO(F)) = RIO'(F).

Démonstration. De la méme maniere comme dans 4.4.6 on voit que si F' est un faisceau mou,
alors A\J F' I'est aussi (en effet, on peut voir X/, comme un fermé dans X, car c’est une fibre de
morphisme X, — T;), donc la restriction de A} F en ]%;7,\ est un faisceau mou). Par 5.1.2(ii) et
les faisceaux ©(F) et ©'(F’) sont flasques. Il en résulte qu’il suffit de prouver 'assertion pour
q=0.

Notons ensuite que 'assertion est locale par rapport a X, donc on peut le supposer affine.
Soit 3 un schéma affine étale sur X’,. Par la localité on peut supposer que 3 est de la forme &/,
ou Y est un schéma formel affine étale sur X. Comme 4, = ()¢, on a que le faisceau A} (O(F))
est associé au préfaisceau A5(O(F)) (L) = imO(F) (s x5, Us), out Y, parcours les voisinages
ouverts de s' dans T,. Par construction de © on a alors : X{(O(F))(Ll,,) = imF (4, x5, By).
Or T'on peut voir i, Xg, U, comme un domaine analytique dans i, et I'intersection de tous ces
domaines est U, = ()¢, on a MNOF)W,) = F((thy)) = N E,) = O/ (F) (L), d'ott on
obtient le résultat.

O

5.2 Foncteur des cycles évanescents : le cas des schémas

Dans cette section on s’interesse au foncteur de cycles évanescents dans le cas de schémas sur
I’anneau local Hensélien et on établit le lien avec le foncteur construit pour des schémas formels.
Soit S le spectre d’anneau local Hensélien : S = Speck®, ol k° est ’anneau d’éntiers de
corps de valuation k (ici, comme dans [SGAT7], on suppose que la valuation est discréte, au sens

38



de 2.1.6. Néanmoins on peut procéder de la méme maniere dans la situation plus générale). Le
schéma S a deux points : le point générique 7 et le point fermé s, qu’on appelle le point spécial (si
la valuation est triviale, alors s =n) On a : s = Speck et n = Speck. Si X’ est un S-schéma, on
note X, et X, la fibre générique et la fibre spéciale de X, i.e. les fibres de morphisme structural
X — S en points 7 et s respectivement.

Par [Ber2] 2.4.3 le corps k est quasi-complet (puisque k° est Hensélien), donc la valuation
de k s’étend sur sa cloture séparable k°.

Lemme 5.2.1. (k*)° est un anneau local Hensélien qui coincide avec la cloture intégrale de k°
dans k*.

Démonstration. Le fait que (k°)° est Hensélien découle de [Ber2] 2.4.3, puisque k° est quasi-
complet. Notons ensuite L la cloture intégrale de k° dans k®. Soit || || la valuation sur k*®. Soit
x € L. Soit ag,...,an_1 € k° tels que 2" + ap_12" ' + ... + a1z +ag = 0. Si ||z|| > 1, alors on
al=(an1z7t+...+apx™™) € (k*)°°, contradiction. Donc L C (k*)°. Soit y € (k%)°. 1l existe
bo, ... bm_1 € k tels que y™ + by 1™ 1 + ... + bz + by = 0. D’apres [BGR] 3.2.1/2 on a que
|bi]| <1, douy € L, donc L = (k*)°. O

On pose S = Spec (k*)° = {5, 77}. Pour un S-schéma X on note X; et Xs la fibre générique
et la fibre spéciale de S-schéma X = X xs S respectivement. On a les morphismes canoniques
suivants :

Xy —2

1

X, — x X,

Soit F' € &, ¢ un faisceau étale. On note F l'image inverse de F' sur X ét-

Définition 5.2.2. Le foncteur de cycles évanescents ¥, : X, & — X5 ¢4 est défini comme
Uy (F) =" (juF).

Notons que si la valuation sur k est triviale, alors U, (F) = F.
D’apres [SGAT] XIII 1.1.3 le foncteur W, est & valeur dans la catégorie des faisceaux étales sur

Xs munis d’une action continue de G,, := Gal(k®/k) compatible avec I'action de G := Gal(k® k)
sur Xs.

Pour la suite on fixe un élément non nul a € k°° (si la valuation est triviale on pose a = 0).

Soit % la completion de k. C’est un corps non-Archimédien et 'on vérifie que o = (k)O =

lim £°/(a™).
um

Soit X un schéma localement de présentation finie sur £°. On construit deux espaces analy-
tiques comme suit.

1. La completion formele X de X le long de sous-schéma (X,0x / a(’)X) est par définition un

schéma formel de k°-F sch, défini localement comme S?ec\A Spf A. Sa fibre générique
est un espace analytique, que 1’on note Xn'

2. Notons que &), est un schéma localement de présentation finie sur k d’apres la construction
ci-dessus, d’ott &}, ®, k est un schéma localement de présentation finie sur £. On peut donc

I'associer un espace analytique A" def (X @k k)an (comme c’est fait dans 3.3).

Proposition 5.2.3. 5i X est séparé et de présentation finie sur k°, alors il existe un morphisme
canonique X, — X" qui identifie X, avec un domaine analytique fermé dans .
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Démonstration. Si X = Spec A, ou A est engendré par fi,..., f, sur k° alors on peut identi-
fier /'/V\ avec un domaine affinoide {z € A" ||fi(z)] < 1,1 < i < n} (en effet, on peut voir
X comme M(k(f1,... f)) et Xp" — comme M(E[f1, ... fn]). Dans le cas général on prend un
recouvrement fini (X;);e; de X par des sous-schémas affines comme ci-dessus. Comme X est
séparé, X;; def X; N X est aussi affine, X;; — A x X est une immersion fermée et si fi,... f,
et g1,. -gm engendrent X; et X sur k°, alors fi,... fn,01,-..9m engendrent A sur k°. On a
donc que Xz j,n est identifié avec XZ n N X] n, donc, par le recollement, X est identifié avec un

domaine analytique fermé dans A" O
Remarque 5.2.4. (i) D’apres la définition de -*", il existe un morphisme canonique .if\n —
AP", ot X' est un schéma de presentatlon ﬁnle sur k° (pas forcement séparé), qui vient

d’un morphisme d’espaces annelés X — X ®p k.

(ii) Notons que le corps résiduel k de k est isomorphe au corps résiduel de k. En effet, d’apres
[M] 23.1/54, le corps résiduel de k est la completion de k et donc est isomorphe a k. 11 en
découle qu’on a I'isomorphisme X Xs.

(iii) Un morphisme ¢ : ) — & de schémas sur § induit un morphisme gg :Y — X.Sile
morphisme ¢ est étale, alors ¢ l'est aussi. En effet, d’apres (ii) et 4.1.6 il suffit de vérifier
la platitude. Par la localité on se ramene a montrer que si A — B un morphisme plat
de k°-algebres, alors A/a™ — B/a™ lest aussi, ce qui découle de [M] 2.3.C, i.e. par le
changement de base, vu que B/a" = A/a™ ®4 B.

Proposition 5.2.5. Si un morphisme ¢ : Y — X est propre, alors il induit un isomorphisme
Vi = V3 X xan X

Démonstration. Notons d’abord que le morphisme )A)n — Yt x Xan /i;n est bien défini (car la
composé V, — X, — X;n coincide avec la composé )V, — y;;m — X,;m). Notons ensuite que 'on

peut supposer que X = SpecA, A est de présentation finie sur k°, car le résultat est local en
X. D’apres 2.3.8 V2" X yan X, est donc un domaine analytique dans )J*". D’apres la proposition
n n n

précédente j}\n est aussi un domaine analytique dans J*". Donc le morphisme :)777 — Yt X xan /E]
est un Yp"-morphisme. Il en découle qu'il suffit de montrer qu’il est surjectif.

Pour faire cela on peut supposer que ¢ est projectif. En effet, comme ¢ est propre, par le
lemme de Chow il existe un X-schéma projectif Z et un X-morphisme projectif et surjectif
Z — Y. On a donc un diagramme commutatif :

A~ 3 A~
an an
Zn X‘)(”z;n Xn — yn XXTE;”‘ Xn

Les morphismes 1 et 3 sont surjectifs d’apres la construction. Si le morphisme 2 est surjectif,
cela implique que le morphisme 4 ’est aussi. On peut donc supposer que ¢ est projectif, d’ou
il suffit de demontrer que JA)n — yan X xan /‘? est un est surjectif si ¢ est une immersion fermée
et si Y est un X-espace projectif. Supposons que Y = Spec A/1, i. e. que ¢ est une immersion
fermée. Soit A est engendré par f1,..., f, sur k°. Alors on voit que yn ~ ( (fiy.- s fu)/I) et
VA X yan /ﬁ? ~ M(E[fl, ooy Il /1 XE[fly-n,fn}/];<f17 ceyfn)) = 377,. On procéde de la méme maniere
au cas ol Y est un X-espace projectif et cela fini la preuve de la proposition. ]

Corollaire 5.2.6. (i) Si un morphisme ¢ : Y — X est propre, alors le morphisme induit

Oy 2 Yy — A&y Uest aussi.
(ii) Si X est propre sur k°, alors Xy ~ Xp".
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Remarque 5.2.7. Les morphismes propres d’espaces analytiques sont définis comme suit. Si
Y, X sont des bons espaces analytiques, on dit que ¢ : Y — X est propre s’il est séparé et com-
pact (i.e. 'image inverse d’un compact est compact). Dans le cas général on dit que ¢ : Y — X
est propre, si pour tout morphisme X’ — X de bon espace analytique X’ vers X ’espace ana-
lytique Y x x X’ est bon et le morphisme Y xx X’ — X' est propre. D’apres [Ber2] 1.5.3 les
morphismes propres d’espaces analytiques sont stables par le changement de base.

Démonstration. Le morphisme V" — X7% est propre par [Ber2] 2.6.9, donc le morphisme
Vit X xan 2?77 — /ﬁ, est propre par le changement de base, d’ou on obtient (i). Soit 7 = Spec k.
D’apres 5.2.3 ’j\;] ~ 7,", d’oli on obtient (i1). O

5.3 Théoréme de comparaison pour les cycles évanescents

On conserve les notations du paragraphe précédent.
Soit & un schéma localement de présentation finie sur £°. D’apres 5.2.4 (ii) on a le morphisme
des sites &), ¢ — X;nét. Par [Ber2] 3.3.11 on a aussi le morphisme des sites X;nét — X, ¢ Si

F € X, &, on note F*" (resp. ﬁ) I'image inverse de F' sur X", (resp. /ﬁ?, ét)-

*

Lemme 5.3.1. Soit F' € X, & . 1l existe un morphisme canonique de faisceaux i*(j. F') — O(F).

(
En particulier, il existe un morphisme canonique de faisceauxr Wy, (F) — W, (F)
Démonstration. Notons que i*(j,F') est un faisceau associé au préfaisceau i?(j, F'). Donc il suffit
de construire un morphisme (5. F') — ©O(F). Soit Z — X5 un morphisme étale. Par définition
PP(j«F)(Z2) = lim F(Yy), ot U'on prend la limite sur tous Xs-morphismes Z — Vs, ot Y est
un schéma étale sur X. D’apres 5.2.4 et 4.1.7 il existe un schéma formel 3 étale sur X tel que

3s = Z. Le morphisme Z — Vs induit le morphisme 3 — Y sur X ; ce qui donne un morphisme
F(Y,) — F(3,) = ©(F)(Z). On obtient ainsi un morphisme i?(j.F) — O(F). O

Théoreme 5.3.2. Soit F' un faisceau torsion étale de groupes abéliens sur X,. Alors pour tout
q >0 on a un isomorphisme canonique i*(R9j,F) — RIO(F).
Remarque 5.3.3. D’apres 5.3.1 le morphisme i*(R%j, F) — RIO(F) est bien défini.

Démonstration. Pour démontrer ce théoreme on procéde par plusieurs étapes.

Etape 1. Notons qu’il suffit de montrer que i* (R1j F)z > Rq(%(ﬁ )z pour tout point géometrique
de X;. Supposons que ’assertion est vraie si Z est un point géometrique de X5 au-dessus d’un
point non-fermé x € X.

Montrons que i*(R%j,F) — RIO(F) est alors un isomorphisme. Comme le résultat est local
par rapport a X, on peut supposer qu’il est projectif sur S. Considérons la catégorie dérivé
D(Xs). Comme elle est triangulée, il existe un triangle exact :

A'[-1] — i*(Rj,F) — RO(F) = A’ (%)

Il s’agit de montrer que A" est quasi-isomorphe & zéro. D’aprés I’hypothése les faisceaux de
cohomologie de A" sont concentrés en points fermés de X,. Il suffit de montrer donc que
RI'(Xs, A") = 0. (En effet, si G est un faisceau sur X5 concentré en points fermés de X, alors le

support Z de G est fermé, donc c¢’est un nombre fini de points fermés. Soit Xs \ Z = U R Xs.
D’apres [Mi] I1.3.13 on a une suite exacte 0 — jij*G — G — ,i*G — 0. Comme j*G = 0,
donc G ~ i,i*G, ou i : Z — Xs. On en déduit que I'(X;, G) = ['(Xy,i,i*G) = I'(Z,i*G) =
®D.,cz Gz-) De méme, d’apres le triangle exact (x), cette égalité est équivalente a 1'égalité
RI(X,,i*(Rj.F)) = RI(X,, RO(F)).

Comme X est propre sur S, on a un isomorphisme canonique RI'( X, i*(Rj.F)) = RI'(X,, F).
En effet, d’apres [Mi] VI.2.7 RT(X;,i*(Rj.F)) = RT(X, Rj.F) et RU(X,Rj.F) = RI'(X,, F)
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par construction. On a aussi un isomorphisme RT(X,, RO(F)) = RU(A0, F2%). En effet, /?n o~
Xp" par 5.2.6(ii). En plus, X5 ~ X d’apres 5.2.4(ii). Il s’agit donc de voir que RI'(Xs, RO(F)) =
RF(Xn,AF ). Cela découle de 5.1.2(i) vu que RI(X,, RO(F)) est les cohomologies de complexe
O(F)(X;s) — @(I')( S), ot I* est la résolution injective de F, et RT'(X,, F') est les cohomo-
logies de complexe F' (X ) — I*(X, n)- On déduit donc le résultat final du lemme de I’étape suivant.

Etape 2.

Lemme 5.3.4. Soit X un schéma compactifiable sur un corps quasi-complet k. Soit F un
faisceau torsion de groupes abéliens. Alors pour tout ¢ > 0 on a un isomorphisme canonique
Hi(Xx,F) = Hi(xa, Fan),

Remarque 5.3.5. On dit qu’'un schéma X sur un corps k est compactifiable s’il existe une
immersion ouverte X — X avec X un schéma propre sur k. En particulier, si X est propre, alors
X est compactifiable. Par le théoreme de Nagata, tout schéma séparé et de type fini sur k est
compactifiable.

Démonstration. Si k est complet, alors 'assertion du lemme est le théoreme 7.1.1, [Be/1:2]. 11
suffit donc de montrer que HZ (X, F) = HI(X ®y k, F). Si k est séparablement fermé, k 1’est
aussi et le résultat découle du fait que les groupes de cohomologie & support compact de schémas
sont préservés par l'extensions séparablement fermées du corps de base (cf. [Mi] VI.2.6). Dans
le cas général G}, ~ G par [Ber2| 2.4.2, ou G, e Gal(k*/k) et de méme pour Gg. Ainsi on
termine la preuve du lemme en appliquant la suite spéctrale de Hochschild-Serre ([Mi] I11.2.20)
HP(Gy, HI(X @ k%, F')) = HPYI(X, F).

O

Etape 3. Pour conclure il suffit de montrer que le morphisme i*(R%j,F) — RIO(F) induit
un isomorphisme en points géometriques de X au-dessus d’un point non-fermé = € X;. Notons
que l’assertion est locale par rapport a X, on peut donc supposer que X est de présentation
finie sur £°. La dimension d % dim X, est donc finie (ou I'on voit la fibre X, comme un schéma
sur un corps k(n) = k). On procéde par récurrence sur d. Si d=0, alors le résultat découle
de premiere étape. En effet, tout algebre finie sur un anneau local Hensélien est un produit
d’anneaux locaux, on peut donc supposer que X est un corps, extension finie séparable de k,
donc I'étape 1 s’applique. Supposons que d > 1 et que 'assersion est vraie pour tout schéma sur
le spectre d’anneau local Hensélien tel que la dimension de sa fibre générique est plus petite que d.

Etape 4. On rappelle qu’on a noté S le spectre d’anneau local Hensélien : S = Speck®, ou
k° est 'anneau d’éntiers du corps de valuation k.

Lemme 5.3.6. Soit X un sous-schéma fermé de AY. Soit x € Xy un point qui n’est pas fermé.
Posons T = A}g. Alors il existe une projection X — T telle que l'image de x dans T; par le
morphisme induit Xs — T est le point générique s’ de T.

Démonstration. On a X = Speck®[x1,...,zn]/] et Xs = Spec %[.@, ..., Zm]/I. Un point non-

fermé x € Xy correspond a un idéal premier non-maximal p de k[z1,..., 2] tel que p D I.

Comme E[l‘l, ..., Ty]/p n'est pas un corps, il existe un élément non nul non-inversible y €

klx1,...,zy]/p. Le morphisme ¢ : [ | — k[:cl, oy Zm] /P, P +— P(y) est alors injectif. En effet,

siapy” + ...+ a1y +ap =0, alors y(— Oy” L Zly) =1, i.e. y est inversible et on obtient

une contradlctlon Soit z un élément de k°[z1,. .., Ty / I relevant y. Alors le morphisme X — 7

correspondant au morphisme k°[t] — k°[zq,. .. ,xm]/ I, P+ P(z) convient. O
Etape 5.

Lemme 5.3.7. Le morphisme i*(RYj, F) — Rq@(ﬁ) induit un isomorphisme en points géometriques
de X5 au-dessus d’un point non-fermé x € X.
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Démonstration. Comme le résultat est local par rapport & X, on peut supposer que X est un
sous-schéma fermé de A%. On conserve les notations : 7 = A}S, s’ est le point générique de 7y,
on note aussi s’ le point de 7 correspondant. D’aprés ’étape précédente il suffit de montrer
que Dapplication i*(R%j,F) — RY @(ﬁ ) induit un isomorphisme entre les images inverses des
faisceaux sur (Xs)y. La construction suivante nous sert pour diminuer la dimension de X,.

Considérons (9% + la Hensélisation d’anneau local O . Soit 7’ le point générique de S’ def
Spec O% o> Soit s’ son point spécial ((’)SL— - un anneau local et d’apres [Mi] 1.4 son corps résiduel
est isomorphe au corps résiduel de Or ¢, donc le point spécial de S’ est ).

Posons X' = X x7 &'. Notons que la fibre (X’)y du morphisme X’ — S’ en point s
est isomorphe au (X5)y (cela découle du fait que les corps résiduels de O% o et Of ¢ sont

isomorphes). Le morphisme canonique A : X’ — X induit les morphismes \g : (X")y = (Xs)g —

Xs et Ay o X}, — X, Sion écrit X' = Speck®[z1,...,zm]/] (avec les notations de I'étape

précédente), on obtient : X)) = Speck[z1, ..., zm]/] et A}, = Spec (k°[21, ..., zm]/] X oy k(S")).

On obtient donc que la dimension de Xé, sur k(S’) est plus petite que la dimension de &), sur k.
Notons 4’ et j' les morphismes X/, — X’ et Xé, — X' respectivement :

X/n’ ] X’ i X,s’
SN
X, —L x 1

On a alors : \*(i*(RYj, F)) = i’*(qui()\:;F)), de méme comme dans 5.1.8. D’apres la recur-
rence i"*(R%jL(X;F)) = R1O/(\iF), donc A:(i*(R%j,F)) = RO/ (\LF).

Ensuite procédons de la méme maniere au cas de schémas formels. Considérons le schéma,
formel 7\;7 Soit ¢ son point maximal (i.e. correspondant & la norme sur ’]A77) Rappellons (3.3.18)
qu’on a noté H(t) le corps résiduel complété du point ¢t. Comme 7, = Speckly], H(t) est le
complété de corps de fractions de E(y) On obtient ainsi un morphisme O ¢ — H(t)°, qui
induit un isomorphisme de la complétion de O7 ¢ et H(t)°. Comme O% o st un sous-anneau

de la complétion de O7 ¢, on obtient ainsi un morphisme (’)% & — H(t)°, donc S" = Spf(H(t)°).

Notons que il découle de [BGR] 2.1.7/4 que XS X X5 S'. Soit alors A : A7 — X
un morphisme induit par A\. Comme S’ = Spf(H(¢)°), on est dans la situation de 5.1.8. Il
existe donc un isomorphisme canonique X:(Rq@(ﬁ )) = RO (Xf]ﬁ ). Comme X,’;ﬁ = /\/jﬁ? et
Xs = s (d’apres 5.2.4), on a donc A\*(RIO(F)) & RqG’(/\/;‘]}). D’apres ce qui précéde on a donc
A (i*(R%j,F)) = AX(R1O(F)), i.e. lapplication i*(R%j,F) — RIO(F) induit un isomorphisme
d’images inverses de faisceaux sur (Xs)y ce qui finit la preuve du lemme et du théoreme. O]

O]

Corollaire 5.3.8. Soit F' un faisceau torsion étale de groupes abéliens sur X,,. Alors pour tout
g > 0 on a un isomorphisme canonique RV, (F) = R, (F). O
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