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Deuxiéme partie

Introduction au domaine de
recherche : variétés presque
rationnelles et leurs points rationnels

Dans ce texte je voudrais introduire les notions de variétés rationnellement connexes
et de R-équivalence, annoncer quelques résultats connus ainsi que quelques conjectures
et donner un exemple de méthode utilisée pour obtenir des résultats & ce sujet.

1 Introduction

Une des questions fondamentales en arithmétique est la suivante :

Etant donné un systéme d’équations polynomiales sur un corps k, décrire ses
solutions, et en particulier déterminer s’il en existe, sur le corps k lui-méme
ou sur des extensions de k.

En particulier, on s’intéresse aux solutions sur Q d’un systéme d’équations a co-
efficients rationnels. Pour étudier cette question, on va utiliser le langage des variétés
algébriques’ :

Définition 1.1. Soit £ un corps. On appelle variété algébrique affine sur k une partie
de A7 = k™ définie par des équations polynomiales, i.e. ’ensemble

V(f1s oo fo) S (@1, 20) €R" | fi(my, .. an) =0,i=1,...m}

pour fi,..., fm € klz1,...,24,].
Une variété algébrique projective sur k est une partie de PPy définie par des équations
polynémiales homogénes :

def n 1
Vilgry- oy 9s) = {(wo: 21t xpn) € PYE) | gi(xo, 21, ..., 2n) =0,5=1,...5}

pour ¢i,...,9s € klxg,x1,...,2,] homogenes.

Reformulons la question (*) avec les notations précédentes. Si X une variété algé-
brique affine (projective) sur k et K/k une extension de corps, on note X (K) la partie
de A’ (resp. P%) qui correspond aux points & coordonées dans K. On appelle les élé-
ments de X (k) les points rationnels de X. Le probléme est donc de décrire X (k) ou,
autrement dit, & décrire les points rationnels de X, et en particulier a savoir si X (k) est
non vide.

Introduisons quelques autres notions concernant les variétés algébriques. Les mor-
phismes de variétés (algébriques affines ou projectives) sont les applications données
par des fonctions polynomiales en des coordonées. Si f : X — Y est un morphisme de
variétés et y € Y est un point alors on peut voir la fibre X, comme une variété sur
k. En effet on ajoute les équations qui signifient que la valeur de f est égale & y aux
équations définissant X. Siy € Y(K) ot K/k est une extension de corps, alors X, est
une variété définie sur K.

1On idéntifie ici une k-variété X avec I’ensemble de ses points X (k). Cela n’est pas tout a fait
correct, par exemple, on ne distingue pas ainsi les variétés définies par ’équation f(x) = 0 et I’équation
f(x)? = 0. Néanmoins ’approche présentée nous suffira pour ce texte.

(*)



On peut munir les variétés algébriques affines (resp. projectives) d’une topologie que
Pon appelle la topologie de Zariski. C’est la topologie induite par la topologie de Zariski
sur AP (resp. Pg) Cette derniére est la topologie dont les parties fermés sont les variétés
algébriques affines (resp. projectives). On appelle une variété quasi-projective un ouvert
d’une variété projective.

Dans la suite, on va considérer des variétés irréductibles, i.e. qui ne sont pas réunions
de deux fermés stricts non vides. Dans le cas contraire, il existe une décomposition
X =Y avec Y; fermés irréductibles de X tels que Y; € Y; si i # j. On appelle les Y;
les composantes irréductibles de X. La dimension dim X de la variété X est la longueur
maximale n d’une chaine Uy C Uy € --- C U, de fermés irréductibles de X. On dit que
la variété algébrique affine (resp. projective) X définie par les équations fi,..., fm €
klz1,...,2n] (resp. par les équations homogeénes f1,..., fm € k[zo,21,...,2y]) sur un
corps parfait k est lisse au point P € X si

rang ||(df; /0z;)(P)|| = n —dim X,

ot I’on voit la matrice ||(df;/0z;)(P)|| comme une matrice a coefficients dans k. On dit
que X est lisse si elle est lisse en tout point P € X.

2 Exemples

Considérons quelques exemples.

2.1 Corps finis

Soit k un corps fini. Soit f € k[zg,x1,...,z,] un polyndéme homogéne. Supposons
que d = deg f < n. Soit X = V. (f) une hypersurface de ’espace projectif.

Théoréme 2.1 (Chevalley-Warning). L’ensemble des points rationnels de X est
non vide. Plus précisément,
#X (k) = 1 mod p,

ot p est la caractéristique de k.

Démonstration. Posons
N = #{((L’(),xl, A ,.’En) S kn+1, f((E(),.Th Ce ,In) = 0}
On a #X (k) = Y=L, ot g est le cardinal de k. Il suffit de voir donc que N = 0mod p.

g1
Posons F' =1 — f971. Alors f(z) = 0 ssi F(z) = 0 et f(z) # 0 ssi F(z) = 1 pour
z = (20, 21,...,T,) € K" Ecrivons F(xg,...,2,) = >, c;rg™ ... xn"". On obtient
N = Z F(z)= Z Z ciwg” ... xfm mod p.
z €kntl ( (£0aw17---7xn)ekn+l
Cela implique que N = 0modp. En effet,
Z 2o’ . % =0modp si minay ; < g — 1,
j

(z0,21,...,Tn) EE?HL

etonaa; o+ -+, <d(g—1) < (n+1)(¢—1), ce qui implique que min; o; ; < ¢g—1. O

Ce théoréme vaut aussi pour des corps suivants :
Théoréme 2.2 (Tsen). Soit k une extension de type fini de degré de transcendance 1

d’un corps algébriquement clos. Alors tout hypersurface de P} définie sur k de degré au
plus n admet un point rationnel.



2.2 Le cas des courbes

Comme autre exemple, étudions les Q-points d’une conique plane. Considérons
I’équation :

v = ax® 4 bz +c,

ot b2 — 4ac # 0.

Remarquons que I'équation y? = ax? + bx + ¢ peut ne pas avoir de solutions ration-
nelles. Par exemple, 42 = —22 — 1 n’a pas de solutions, méme sur R; y?> = —z2 + 3
posséde des solutions réelles, mais pas rationnelles, ce que I'on voit en réduisant modulo
3. Néanmoins s’il existe une solution rationnelle, il en existe une infinité. Considérons
par exemple ’équation y? + 222 = 3. Elle posséde une solution rationnelle (1,1). Soit L;
la droite passant par des points (1,1) et (1+¢,0). En faisant les calculs, on voit que L;
intersecte Dellipse 2 + 222 = 3 en 2 points, dont le premier est (1,1). Les coordonnées
du deuxiéme point donnent un paramétrage des points rationnels par la formule

2242t +1 22 +4t—1
t— ,
22 + 1 212 4+ 1

2.3 Le cas des quadriques

Considérons ensuite le cas des quadriques lisses dans IP’% définies sur k. Soit @) une
telle quadrique. On peut la définir par une équation du type

2 2 N
a()x()+---+a3x3:0, ouag...ag#o.

On a les possibilités suivantes :

(a) Sur C on peut définir @ par I'équation yg + - - + y3 = 0 en posant y; = \/a; ;.

(b) De méme, sur R on a trois classes d’isomorphisme de quadriques données par
les équations y2 + -+ +y2 = 0.

(c) Sur Q on a beaucoup plus de possibilités. Par exemple, si py...p, sont des
nombres premiers deux & deux distincts, la classe d’isomorphisme de la quadrique
Q(p1,..-pm) : ¥3 — 22 + 23 — [[ piz% = 0 détermine les nombres p; ... p,,. Néan-
moins, méme si les quadriques Q(p1,...pm) sont deux & deux non isomorphes,
elles «ressemblenty beaucoup au plan projectif. Plus précisément, posons @ =
Q(p1,...Pm). Remarquons que P = (1:1:0:0) est un point de Q. Considérons
la projection & partir du point P sur le plan x¢ = 0.

T1—Tog— x
T (wo g a i wy) o (2 1 2200),
I3 I3
L’application inverse est la suivante :
2(1+uw)

prlu+l:v:1)—(1—t:14ut:vt:t),t

SR P

Remarquons que 7 et p ne sont pas inverses I'un de 'autre. En effet, m n’est pas

définie en P et envoie les droites Ly (1:1:+4t\/[[psi : t) sur un seul point

(0 : £4/][[pi : 1). De méme, p n’est pas définie aux points (0 : £+/[[p; : 1) et
envoie la droite M = (0 : w : 1) sur le point P. Néanmoins 7 et p donnent un
isomorphisme entre les ouverts Q\ L+ et P2\ M =+. Cela justifie que Q «rassemblex»
un plan projectif.
Cet exemple nous ameéne a la définition suivante :
Définition 2.3. Soit k un corps. Soient X,Y des variétés sur k. On dit qu’elles sont
birationnelles ¢’il existe des ouverts non vides Xg C X et Yy C Y tels que Xy est
isomorphe & Yy sur & (i.e. isomorphisme Xy ~ Yj est donné par des polynomes a coef-
ficients dans k). Si 'on peut trouver des ouverts isomorphes sur K pour une extension



K de k on dit que X et Y sont K-birationnelles. On dit que une variété est rationnelle
si elle birationnelle & ’espace projectif. On dit que une variété X est unirationnelle
s’il existe un morphisme dominant, i.e. d’image dense, d’un ouvert de I’espace projectif
dans X.

3 Variétés rationnellement connexes

Pour généraliser les exemples donnés au paragraphe précédent et pour essayer de
répondre a la question (*) on peut espérer trouver des variétés pour lesquelles on peut
avoir des résultats analogues aux théorémes de Tsen et Chevalley-Warning. Il est inté-
ressant d’étudier & quel point la géométrie de ces variétés conditionne leur arithmétique.

La géométrie de 'espace projectif est assez riche, on peut donc supposer qu’il est
possible d’établir certains résultats pour des variétés qui «ressemblent» & I’espace pro-
jectif. On peut par exemple considérer les variétés rationnelles. Le probléme de cette
approche est qu’en dimension supérieure les variétés rationnelles forment une classe trés
particuliére de variétés. En particuler la variété U C A} donnée par une équation a co-
efficients rationnels g(z,y) = f(z) avec ¢ un polynéme quadratique est rationnelle sur
R seulement si f & un petit degré. En plus, il est en général assez difficile de déterminer
si une variété donnée est rationnelle ou pas. Néanmoins on peut utiliser une autre pro-
priété de 'espace projectif : le fait qu’il posséde beaucoup de courbes rationnelles. Cela
nous ameéne a I’étude des variétés rationnellement connexes. Ce sont des variétés qui
possédent dans certain sens beaucoup de courbes rationnelles définies sur une cloture
algébrique de k.

Supposons désormais pour simplifier que car k = 0.

Définition 3.1. Soit X une variété projective lisse sur k. On dit que X est rationnel-
lement connexe si elle vérifie une des propriétés équivalentes suivantes :
1. Il existe un ouvert non vide U C X tel que pour tous z1,z2 € U il existe un
morphisme f : P! — X défini sur k tel que x1, 25 € f(P).
2. Pour tous z,22 € X il existe un morphisme f : P! — X défini sur k tel que
T1,T2 € f(Pl)
3. Pour tous z1,...,7, € X il existe un morphisme f : P! — X défini sur k tel que
21, Tn € F(PY),

Remarque 3.2. La classe des variétés rationnellement connexes contient les variétés
unirationnelles. La question de savoir si ces classes sont différentes reste ouverte.

Voici la réponse 4 une partie de la question (*) dans le cas d’un corps de degré de
transcendance 1 sur un corps algébriquement clos de caractéristique zéro, en particulier
pour C(t) (cf. [Gr-Ha-St]).

Théoréme 3.3 (Graber, Harris, Starr, 2003). Soit k une extension de type fini de
degré de transcendance 1 d’un corps algébriquement clos de caractéristique zéro. Soit X
une variété rationnellement connexe sur k. Alors X (k) # 0.

4 R-équivalence sur les variétés rationnellement connexes

La relation d’équivalence suivante & été introduite dans [Ma]. Elle consiste & orga-
niser les points rationnels d’une variété en classes & ’aide de courbes rationnelles.

Définition 4.1. Soit k£ un corps. Soit X une variété projective sur k. Deux points
x,2’ € X(k) sont dits directement R-équivalents s’il existe un morphisme p : P! — X



défini sur & tel que p(0: 1) = x et p(1 : 0) = 2’. La relation d’équivalence ainsi engen-
drée est la R-équivalence. On note X (k)/R l'ensemble des classes de R-équivalence.

La géométrie des variétés rationnellement connexes est caractérisée par le fait que
celles-ci contiennent beaucoup de courbes rationnelles. C’est pourquoi il peut étre inter-
essant d’étudier la R-équivalence sur les variétés rationnellement connexes. La question
de la finitude de X (k)/R, ainsi que des questions proches, ont été beaucoup étudiées
ces derniéres années et I'on connait plusieurs résultats sur des corps différents ([Mal,
[SD] pour les hypersurfaces cubiques, [CT-Sa] [CT-Col,[CT], [CT-Sk] pour les surfaces
rationnelles, etc.). Néanmoins beaucoup de questions restent ouvertes.

Voici un des résultats récents (cf. [Ko99]) :

Théoréme 4.2. Soit k un corps p-adique, i.e. une extension algébrique finie de Q>
ou R, et soit X wune k-variété projective lisse rationnellement connexe. Alors la R-
équivalence sur X (k) est une relation ouverte. En particulier, 'ensemble X (k)/R est

fini.

Remarque 4.3. 1. Précisons la topologie considérée sur X (k). Remarquons d’abord
que P} posséde une topologie définie sur les parties affines A, = {(zo : ... :
T,), |z; # 0} = k™ par la topologie® de k™. On voit X (k) comme une partie de P}’
définie par des équations homogénes, ce qui donne un fermé de I’espace projectif
puisque les polynomes sont des applications continues pour la topologie considérée
sur P?. On munit ainsi X (k) de la topologie induite et on Pappelle la k-topologie.
Puisque X (k) est en fermé dans P} et P} est compact, X (k) est compact.

2. Ce théoréme a été démontré pour les corps locaux (pas forcément de caractéris-
tique zéro), ce qui nécessite d’employer la notion de variété séparablement ration-
nellement connexe. Ici, pour simplifier, on se restreint au cas ou cark = 0. En ce
qui concerne d’autres résultats en caractéritique non nulle, par exemple dans le
cas des corps finis, on a démontré ([Ko-Sza]) que si X est une k-variété projective
lisse séparablement rationnellement connexe sur un corps fini k£ et si I'ordre de k
est plus grand qu’une certaine constante qui dépend seulement de la géométrie de
X (dim X et deg X) alors X (k)/R est réduit & un point.

Corollaire 4.4. Soit X une variété projective lisse sur R, rationnellement conneze.
Alors les classes de R-équivalence sont précisément les composantes connezes de X (R).

Démonstration. Puisque les classes de R-équivalence sont ouvertes et fermées dans X (R)
elles sont des unions de composantes connexes de X (R). D’autre part, P! (R) est connexe,
donc chaque classe de R-équivalence est connexe elle-aussi. Le résultat en découle. [

Ce résultat permet d’étudier la situation suivante plus générale : étant donné un
morphisme & fibres rationnellement connexes f : X — Y de variétés sur un corps p-
adique k, que peut-on dire de la variation de I’ensemble X, (k)/R quand y € Y (k) ? La
propriété suivante a été démontrée dans [Ko04] :

Théoréme 4.5. Soit k un corps p-adique ou R et soit f : X — Y un k-morphisme

20n peut voir les éléments du corps Qp, oil p est un nombre premier, comme suit. Un élément r de
Qp s’écrit de maniére unique sous la forme r = >°9°, a;p?, ot k € Z, les a; sont des nombres entiers
compris entre 0 et p — 1 et ax 7# 0. On définit ainsi une valuation (une norme miltiplicative) sur Qp en
posant |r| = p~F. Si E est une extension algébrique finie de @y, cette valuation prolonge de maniére
unique et définit une topologie sur E qui le rens localement compact.

31a topologie sur R est définie par la valeur absolue usuelle.



projectif et lisse* de variétés lisses & fibres rationnellement connexes. L’application

Y(k) = N, y— | Xy (k)/R| est semi-continue supérieurement.

Tl m’intéresserait de savoir si cette application est continue (i.e. localement constante).
On ne connait pas de résultats dans cette direction et il serait déja intéressant d’en ob-
tenir dans des cas particuliers, par exemple pour les surfaces de Chatelet.

Dans une autre direction, on peut se demander dans quels cas ’ensemble X (k)/R est
réduit & un point. D’autre part, il serait intéressant de donner des exemples de variétés
qui ont un nombre infini de classes de R-équivalence et, plus précisement, de variétés
unirationnelles ou rationnelles qui ont un nombre infini de classes de R-équivalence. On
connait de tels exemples sur les corps Q(t), R(¢), R((¢)) (cf. [Ko04]) : ce sont des hyper-
surfaces quartiques en un nombre assez grand de variables. Il me semblerait intéressant
de trouver des exemples qui sont des intersections de deux quadriques ou des exemples

sur Q.

5 Paramétrage de morphismes

Une des techniques utilisées pour étudier les variétés rationnellement connexes consiste
A déformer les courbes rationnelles. Pour faire cela il est utile d’avoir un espace qui «pa-
ramétrey» ces courbes. La construction suivante est la réponse a ce probléme.

Soit k un corps. Considérons d’abord les morphismes de P} vers P¥. Soit f : PL —
IP’{CV . Il peut s’écrire comme

fi(x:y)— (Folx,y): Fi(z,y):...: Fx(z,y)),

ou Fo(z,y), Fi(z,y),...,Fn(z,y) sont des polynoémes homogenes de méme degré d
(qu’on appelle le degré de f) sans facteur commun dans k[z,y]®. Il est équivalent de dire
qu’ils n’ont pas de racines communes non nulles sur k. D’aprés le Nullstellensatz, cela
signifie que I'idéal engendré par Fo(x,y), Fi(z,y), ..., Fn(z,y) dans k[z, y] contient une
certaine puissance de 'idéal (x,y), i.e. que application

(E[Ia y]m—d)N+1 - E[x, Ylm

N
(90 - - gN41) ZgiFi
i=0

est surjective pour certain m (ici k[z,y], signifie la partie graduée de degré m : les
polynémes homogénes de degré m).

Remarquons que cette application est linéaire en les coefficients des g;. En effet, on
peut voir les coefficients des ¢g; comme un élément de k(NT1D(m=d+1) of Jeg coefficients de
polynomes de k[z,y],, comme un élément de k™*!. L’application considérée est donc re-
présentée par une (m+1)x (N+1)(m—d+1)-matrice dont les coefficients sont des combi-
naisons linéaires des coefficients des F;. Il en découle que Fy(z,y), Fi(x,y), ..., Fn(z,y)
ont une racine commune non nulle sur k si et seulement si pour tout m tous les mi-
neurs de rang (m+ 1) d’une certaine matrice dont les coeflicients sont des combinaisons
linéaires des coeflicients des F; s’annulent. Cela définit un fermé d’un espace projectif
de coefficients des F; (i.e. une variété projective) qui est I'intersection dénombrable de
fermés (pour chaque m). On obtient donc que les morphismes de Pi vers PY de degré
d sont paramétrés par le complémentaire, i.e. par une variété quasi-projective, que ’'on
note Morg (P}, PY).

40n dispose des notions de morphismes projectifs et de morphismes lisses. Les fibres d’un morphisme
projectif (resp. lisse) sont des variétés projectives (resp. lisses).

5Remarquons qu'ici on paramétre les morphismes IP}C — IP,ZCV et pas leurs images, c’est-a-dire que
deux morphismes coincident ssi ils ont des coefficients proportionnels.



Remarquons que que I’on dispose aussi d’un morphisme universel® :

P} x Mory(Py, PY) — PY
(x:y, f)— (Fo(z,y) : Fi(x,y):...: Fy(z,y))

Finalement, les morphismes de P} vers PY sont paramétrés par I'union disjointe :

MOI‘(P}C, PkN) déf H Mord(ﬂpllw ]P;gv)
a>0

Si maintenant X est une variété projective définie par des polynémes homogénes
J1,---,9s € klxg,x1,...,2N], alors les morphismes de degré d sont paramétrés par un
fermé Mory(Pt, X) de Morg(P},PY) (ce qui donne encore une variété quasi-projective
puisque ces derniéres sont des intersections d’un ouvert et un fermé dans un espace
projective) définie par des équations

gi(F(),...7FN):O,iZl,...,S.

Les morphismes de P}, vers X sont paramétrés par union disjointe :

Mor(PE, X) < T ] Mora(P}, X).
d>0

On peut généraliser cette construction (cf. [Gr]) pour obtenir un espace paramétrant,
par exemple, les morphismes f : Pi — X tels que f(1 :0) = z pour un point x € X
fixé. On appelle cet espace Mor(P}, X, (1 : 0) — ). Plus généralement, on a un espace
Mor(Y, X) paramétrant les morphismes d’une variété projective Y vers une variété
quasi-projective X.

L’étude des espaces Mor (Y, X) forme une partie de la théorie de déformations. La
propriété qui permet d’utiliser les méthodes de cette théorie dans le cas des variétés
rationnellement connexes est la suivante :

Soit X une variété rationnellement connexe sur un corps k. Alors il existe
une composante Morq(P}, X) possédant un point lisse.

6 Idée de la démonstration de 4.2

Rappelons qu’il s’agit de montrer que pour une variété projective lisse rationnelle-
ment connexe X sur un corps k, p-adique ou R, on a :

(a) chaque classe de R-équivalence est ouverte dans X (k),

(b) Pensemble des classes de R-équivalence est fini.

L’assertion (b) découle de (a) et du fait que X (k) est compact. Remarquons aussi
que (a) implique que chaque classe de R-équivalence est ouverte et fermée dans X (k),
puisque c’est le complémentaire de la réunion de toutes les autres classes.

Démontrons (a). Soit U une classe de R-équivalence sur X (k) et soit = € U. Il s’agit
de montrer que U contient un voisinage de x. Pour voir cela on utilise que sur un corps
k, p-adique ou R, pour tout point = d’une k-variété rationnellement connexe X il existe
un morphisme f : P! — X défini sur k, et pas seulement sur k, tel que f(0:1) = = et
f correspond & un point lisse de Mor(P;, X) (cf.[Ko99], 1.4)7.

Posons y := f(1 : 0) et considérons M of Mor(P;, X, (1 : 0) — y). La théorie
des espaces Mor (cf. [Ko96]) implique que dans notre situation on a non seulement

60n a la notion de produit de variétés. Si X, Y sont des variétés projectives (resp. quasi-projectives)
sur un corps k, alors leur produit X x Y D’est aussi.
7(’est un résultat spécifique pour une certaine classe de corps qu’on appelle les corps fertiles.
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que f correspond & un point lisse [f] de Mor(P;, X), mais aussi qu’il existe un ouvert
V C M contenant [f] tel que le morphisme universel F : P! x V — X soit lisse en
dehors de {(1 : 0)} x V. Le résultat découle donc du fait que les morphismes lisses
induisent des applications ouvertes pour la k-topologie (cf. [Gra-Re]). On a donc que
F((PL(k)\ (1:0))x V(k)) contient un voisinage ouvert de z. Cela finit la preuve de 4.2.

Les problémes présentés couvrent un vaste domaine de recherche auquel je voudrais
me consacrer au cours de ma thése, ainsi qu’aux questions proches (approximation faible,
conjecture d’Ax, etc.). Beaucoup de résultats ont été obtenus grace a des techniques
assez récentes, mais beaucoup de problémes restent ouverts et me semblent fournir un
sujet de recherche trés intéressant.
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Troisiéme partie
Cycles évanescents sur des schémas
formels

7 Introduction

Le but de ce mémoire est d’étudier le formalisme de cycles evanescents dans le cas
des schémas formels. Soient k un corps non-Archimédien et k ’anneau des entiers de
k. Soit X un schéma formel localement de présentation finie sur k. On associe & X un
espace analytique X, sa fibre générique, et un schéma sur le corps résiduel de &, sa fibre
spéciale X;. On construit un foncteur de cycles évanescents de la catégorie des faisceaux
étales sur X,, vers la catégorie des faisceaux étales sur X,. Si X est la completion formelle
X d’un schéma X de présentation finie sur k£ on montre que les faiceaux de cycles évanes-
cents de X’ pour un faiseau torsion sont isomorphes aux faiceaux de cycles évanescents
de X'. En particulier, cela montre que les cycles évanescents de X ne dépendent que de X'.

8 Eléments de théorie spectrale

8.1 Anneaux de Banach
Dans cette section on introduira quelques notions sur les groupes et les anneaux

normés et semi-normés.

Définition 8.1. Soit G un groupe abélien. Une semi-norme sur G est une fonction
I'll: G— Ry telle que :

(i) [lo]f =0,
(ii) ||a — 0| < llall + ||b]] pour tous a,b € G.
Une semi-norme || || sur un groupe G est dite non-archimédienne si

(i) |a — b]] < max{||a|l, |b|} pour tous a,b € G.

Dans ce cas on appelle (ii”) 'inégalité non-archimédienne.
Une semi-norme || || est une norme si || al| =0 < a = 0.

Notons que si G; C G est un sous-groupe d’un groupe semi-normé G, on peut définir
une semi-norme sur G/G1 en posant ||a|| = inf{||g|| | g € G, 7n(g) = a},oun: G — G/G;
est la projection canonique. La semi-norme sur G/G; ainsi obtenue s’appelle la semi-
norme résiduelle.

Définition 8.2. Soit ¢ : G — H un homomorphisme de groupes semi-normés. On dit
qu’il est borné s’il existe une constante C' > 0 telle que ||¢(f)|| < C||f]| pour tout f € G.

Définition 8.3. On dit que deux semi-normes || || et || ||’ sur un groupe G sont équi-
valentes 1l existe C, C' > 0, tels que C|la|| < ||a]|" < C’||al| pour tout a € G.

Définition 8.4. Soit ¢ : G — H un homomorphisme de groupes semi-normés. On dit
qu’il est admissible si la semi-norme résiduelle sur G/ ker ¢ est équivalente & la semi-
norme sur Im ¢ obtenue par restriction de la semi-norme sur H.

Définition 8.5. Soit A un anneau unitaire. Une semi-norme sur A est une semi-norme
sur le groupe additif de A telle que

12



(i) 1 <1,

(ii) ||ab|| < |la| -||b]] pour tous a,b € A.

Une telle semi-norme est multiplicative si ||abl| = ||a|| -||b]| pour tous a,b € A.
Une valuation est une norme multiplicative.

Notons que si A est un anneau non nul et si la valuation n’est pas ’application nulle,
alors (d’apreés (i) (4) < || 1|| = 1.

Exemple 8.6. Un anneau de valuation discréte est un anneau normé non-archimédien.
En effet, si A est un tel anneau et v : A — Z est une valuation sur A, on obtient une
norme non-archimédienne sur A en posant ||a| = e~*(%). Dans la suite, sauf mention du
contraire, une valuation signifie une norme multiplicative.

Pour les anneaux semi-normés on a la notion de suite de Cauchy, i.e. on dit qu’une
suite (z,), xn € A est de Cauchy si ||z, — 2| ———— 0. On dit qu’un anneau semi-

n,m—oo
normé est complet si toute suite de Cauchy converge vers un élément de cet anneau.
Dans ce cas, on dira parfois que la semi-norme est compléte. De la méme maniére comme
en analyse classique, on peut définir la complétion A de Panneau normé A, cette com-
plétion existe et est unique & un isomorphisme prés.

Définition 8.7. Un anneau de Banach est un anneau normé, complet pour cette norme.

Définition 8.8. Soit A un anneau normé. Un A-module M est dit semi-normé (resp.
normé) s’il est muni d’une semi-norme (resp. norme) || || telle qu’il existe une constante
C > 0 telle que |jam| < C|a]|/m|| pour tous a € A, m € M, ou | | désigne la norme de A.

Définition 8.9. Soit A un anneau normé. Soient M, N des A-modules semi-normés.
On définit une semi-norme sur M® 4 N en posant
[[£1] = inf > [[m;||||n:]|, ot Pon prend I'inf sur toutes les décompositions f = > m; @ n;.

K3
La complétion de M ® 4 N pour cette semi-norme s’appelle le produit tensoriel completé.
On le note M&y4 N.

Dans la suite on va essentiellement utiliser les anneaux normés suivants.

Définition 8.10. Un corps de valuation est un corps qui est un anneau de Banach,
dont la norme est une valuation.

Définition 8.11. Soit K un corps de valuation. On dit que K est quasi-complet si la
valuation sur K s’étend d’une maniére unique sur chaque extension algébrique finie de
K.

Définition 8.12. Un corps non-archimédien est un corps de valuation, tel que la valua-
tion est non-archimédienne. En d’autres termes, c¢’est un corps K muni d’une application
I'll: K — Ry telle que :

(i) Jlal =0 a=0

(ii) ||ab|| = |la]l -||b|| pour tous a,b € K

(iii) |Ja + b|| < max{]|a|,||b||} pour tous a,b € K,
et K est complet pour cette norme.

(En fait, la condition (ii) implique que || 1|| = 1 et || —al| = || o], Lot (iii)< ||a—b| <
max {||al|, ||b||} pour tous a,b € K).
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La condition (iii) ci-dessus peut étre précisée de la maniére suivante :

Proposition 8.13. Soit K un corps non-archimédien. Soient a,b € K tels que ||al| #
bl Alors [ja + bl| = max {[|al|, [[b]|} -

Démonstration. Supposons que ||b|| < |lal|. Si [ja+b|| < |la||, alors ||a]] = ||(a+b) —b|| <
max {||a + b||, [|b]|} < ||lall, ce qui n’est pas possible. Donc ||a+ b|| = max {||a]|, ||b]|}. O

Remarque 8.14. En général, si A (resp. K) est un anneau (resp. corps) muni d’une
valuation || ||, on dit que la valuation est discréte (cf. 8.6), si lensemble {||al|, a € A(a €
K), a # 0} est discret dans R\{0}. Notons qu’il existe des corps munis d’une valuation
non-Archimédienne non discréte. Par exemple, ’ensemble des séries formelles (qui est

1—00

un corps) {x = a1t +...+axt™ + ..., a; €k, a; #0,7, € Q,r; —— 00, }, k est un
corps, o on définit une valuation par ||z|| = 0si 2 = 0 et ||z]| = 27" sinon (cf.]Mo]

1.3.4).

Définition 8.15. Soit K un corps non-archimédien. Soit A une K-algébre. Dans la

suite dira qu’une application || || : A — R, définit une norme sur A si elle vérifie les
conditions suivantes :
i) [[fl =0« f=0,

ii) [lef]l = llell || f]| pour tous ¢ € K, f € A, ou ||c|| désigne la norme sur K,

(
(iil) [fgll < [If[I-llgll pour tous f,g € A,
(iv) [If + gll < max {[[f[] [lg]l} pour tous f,g € A.

Remarque 8.16. Notons que si A est une K-algébre comme dans la définition ci-dessus,
alors (z,) € A est de Cauchy ssi ||@n+1 — zn|| —— 0. Cela découle de I'inégalité
n—oo

non-archimédienne : ||zp4; — 2| < max{||zp+i—1 — Tull, |Tnst — Tnr—1ll} < ... <
maX{H];n—&-l - ana ceey Hxn+t - xn—i—t—l”}-
Définition 8.17. Soient A un anneau de Banach et || || sa norme. Une semi-norme | |

sur A est dite bornée s’il existe une constante C' > 0 telle que |a| < C|la|| pour tout
a € A. On note M(A) lensemble de toutes les semi-normes multiplicatives bornées
de A et on Dappelle le spectre de A. On munit M(A) d’une topologie : c’est la topo-
logie la moins fine telle que les applications de la forme | | — | f|, f € A soient continues.

Théoréme 8.18. Le spectre M(A) est un espace séparé compact non vide.

Démonstration. [Berl] 1.2.1 O

Définition 8.19. Soient x € M(A) et | | la semi-norme correspondante. Soit p, le noyau
de | |. C’est un idéal premier fermé de A et par l'inégalité (ii) dans 8.1, le valeur |f|
ne dépend que de la classe de f dans A/p,. On peut étendre la valuation ainsi obtenue
sur anneau intégre A/p, 4 son corps de fractions k(z). On note H(x) la complétion de
k(x) pour cette valuation et on note f(z) I'image de f € A dans H(z). Le morphisme

ainsi obtenu
A H H(z)
zeEM(A)

= f=(f(@)zema)

s’appelle la transformation de Gel’fand.

Définition 8.20. Un homomorphisme borné A — K, ou K est un corps de valuation
s’appelle un caractére de A. On dit que deux caractéres x': A — K' et ¥/: A — K"
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sont équivalents si’il existe un caractére xy: A — K et des inclusions ¢/ : K’ — K et
i K" — K telles que i’ o X’ =" o x".

Remarque 8.21. Le spectre M(A) s’identifie & I'ensemble de classes d’équivalence de
caracteéres sur A. En effet, le point © € M(A) donne un caractére x,: A — H(x) (ou
A — k(z)), f— f(z), si x # y alors les caractéres x, et X, ne sont pas équivalents.
Inversement, si x: A — K est un caractére, alors en le composant avec la valuation sur
K on obtient un élément de M(A).

Posons | f|| = :cen/l\il%fA) |f(x)], ot |f(z)| est la valeur en f(x) de la valuation sur H(x)

obtenue par I’extension de la semi-norme correspondante & x.

Soit, A un anneau de Banach, soit f € A. On pose p(f) 2 iy ¢

n—oo

|f7]]. ([Berl] 1.3).

Théoréme 8.22. Pour tout f € A un élément d’un anneau de Banach A on a: p(f) =
£l
Démonstration. [Berl] 1.3.1 O

Soit k un corps non-archimédien. On ne suppose pas que la valuation sur k£ est non-
triviale (la valuation triviale est donné par : ||a|]| = 1, si a # 0, ||0]| = 0). L’anneau des

entiers de k est
def

k'={aeklla] <1}.

Proposition 8.23. (i) k posséde Uunique idéal premier non nul (qui est donc mazi-

mal) k = {a € k||a] < 1};
(i) soit p un idéal non nul de k. Alors il existe t € Ry tel que soitp = {a € k|]jal]| <

t}, soit p={a € k||a| <t}.
Démonstration. Soit p un idéal non nul de k, soit a € p. Soit b € k tel que [|b]| < ||a.
Alors [|2]] < 1 (b = a- 2, la norme est multiplicative et [|b]| < |lal|), donc 2 € k et
b=a-2€cp Donca€p=becp pour chaque b € k tel que [|b|| < [|a]. Donc pour

démontrer (ii) il suffit de prendre ¢ = sup ||a]|.
ack

Soit p un idéal premier de k. Alors il existe t € Ry tel que soit p = {a € k| ||a|| < ¢},
soit p = {a € k||la|| < t}. Sip est différent de k, alors ¢ < 1 et il exite a ¢ p, a € k.
Comme |la|| < 1, il existe n € N tel que a™ € p, ce qui implique a € p puisque p est
premier. On obtient ainsi une contradiction, donc k posséde 'unique idéal premier non
nul k = {a € k||a|| < 1}. O

On pose k def k/k —le corps résiduel de k (si la valuation est triviale, k=k=ket

k = {0}).

Remarque 8.24. Notons que ’anneau k n’est pas en général noethérien, par exemple,
lorsque la valuation n’est pas discréte (cf. 8.14).

Dans la suite on va utiliser le résultat suivant :

Théoréme 8.25. Une valuation de k admet une unique extension a une cloture alge-
brigue k de k. Cette valuation est compléte pour chaque sous-extension finie de k/k.

Démonstration. [BGR] 3.2.4/2 O
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Si || || est une valuation sur k, on dénote aussi son prolongement sur k par || |.
Dans la suite on va noter par k un corps non-archimédien (sans le préciser).

8.2 Algébres de Tate

Dans cette section on s’intéresse aux séries a coefficients dans k ou k.

o0
Lemme 8.26. La série Y a,, a, € k est convergente ssi lim ||a,|| = 0.
v=0 v—oo
o0
Démonstration. Si la série Y a,, a, € k est convergente alors lim |la,| = 0. Donc
v=0 v—0o0
il suffit de démontrer 'inverse. Comme la valuation est non-archimédienne, on a :
J [es)
I > av]] < max |ay|. Comme lim |la,|| = 0, cela montre que a, est de Cau-
v=i V=i...j v—0o0 v=0
chy et donc convergente car k est complet. O

Maintenant considérons des séries & coefficients dans k. Posons
B(R) Y (@1, am) € B ]l < 13,
Lemme 8.27. La série S = Y. ¢y, 0, (0 ... ¢4 € K[[Cy, - - ., ()] converge dans B™ (k)

VEN”
ssi lim |le,|| = 0.
V| —o0
Démonstration. Si S est convergente en point (1,...1) € B"(k) alors | l‘im llev]] = 0
V| —0oo
par 8.26. Inversement, soit x = (x1,...,2,) € B"(k). Alors il existe une sous-extension

k' de k/k telle que x; € K’ pour tout i = 1...n. Par 8.25, k' est complet et donc S(x)

est convergente dans k' C k par 8.26 (| l‘im lleo || = 0 implique | l‘im lleo |z || = 0).
Définition 8.28. La sous-algébre des séries convergentes T, Lof k(Ciyo ooy Cn) CE[[Cy -, Gl
s’appelle algébre de Tate.

11 est facile de vérifier que T;, est une k-algébre. On peut la munir de facon naturelle
d’une norme.

Proposition 8.29. Soit f = > ¢, (" € k(C1,...,Cn). Lapplication || || : T, — Ry :
veN"

[f]] = max e, |

définit une norme sur T,,. On Uappelle la norme de Gaufs.

Démonstration. 1l est facile de voir que ||f|| =0< f =0, |lcf]| = ||| || f]| pour ¢ € k
et || f + gl < max{|[f|l,lgll} pour tous f,g € Ty. Pour démontrer que || fg[| = || f|| -[lg]|
pour tous f,g € T, il suffit de prendre f et g tels que ||f|| = |lg|l = 1 (quitte & diviser
tous les coefficients de f par un coefficient de norme maximale et de méme pour g.)

Notons que |[fgll < |IfIl - llgll vient de l'inégalité non-archimédienne |la + b|] <
max {||al|, ||b||} pour tous a,b € k. Montrons que ||fg| = ||f]| -llg]l = 1. Supposons le
contraire: || fg|| < 1. Notons que f,g € k{C1,...,Cn), ot kK{C1,..., () est la sous-algebre
de T, formée par les séries & coeflicients dans k.

Comme ‘ 1|im lleo|| =0 pour h = > ¢, ¢¥ € k{(C1,...,(n), la projection canonique
V|—00 l/eN’n,
7w : k — k = k/k donne I'épimorphisme 7 : k(C1,...,) — k[Cr, -, G, D eV —
veN”?

% 7(¢,)¢”. En plus, m(h) = 0 < ||h|| < 1. Dot 0 = n(fg) = «(f)7(g) # O car
veN™

E[C1,...,Cn] est intégre. On obtient une contradiction et done || fgll = ||£]l -llgl- O
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Proposition 8.30. T,, muni de la norme de Gauf$ est compléte. C’est donc une algébre
de Banach.

o0
Démonstration. Soit Y fi, fi = Y. (¥ € T, est de Cauchy. De méme comme dans

8=0 veNr
la preuve de 8.26, on a lim || f;|| = 0. On a donc lim ||¢;,|| = 0 pour chaque v. Donc les
11— 00 11— 00
o0
limites ¢, = Y. ¢;, existent. Montrons que la série f = > ¢,(” est convergente. Par
i=0 vENn

8.27 il suffit de démontrer que ‘ llim lev]] = 0.
vV|— 00
Soit € > 0. Comme lim ||f;|| = 0 on a ||¢;|| < € pour tout i > N et . Comme
1— 00

les séries fo, ... fnv—1 sont convergentes, les valuations de tous ses coefficients sauf un

o]
nombre fini sont plus petites que e. Comme ¢, = > ¢;,, alors ||cy|| < & pour tous v
i=0

sauf un nombre fini. Donc 5 hm leu| =0, f= > ¢, ¢” converge et f =5 f;. O
veN™ 3=0

Proposition 8.31. T, est un anneau noethérien et factoriel.

Démonstration. [BGR] 5.2.6/1 O

Proposition 8.32. Soit a C T,, un idéal. Alors a est fermé dans T,,. De plus, il est
strictement fermé dans T, i.e. pour chaque f € T, il existe ag € a tel que || f — ao| =
inf || f — al|.

aca

Démonstration. |BGR] 5.2.7/2 et 5.2.7/8 O

Les propriétés ci-dessus se démontrent a l'aide de la division de Weierstrafs dans 7},
([BGR] 5.2). Cest I’analogue de la division euclidienne dans les anneaux de polynomes.

On peut généraliser la construction ci-dessus de la fagon suivante :

Définition 8.33. Soient r1,...,7, > 0. On pose

T, Y def{f Zal,C”|al,€k‘ lay||r” — 0 si |v| — oo},

v=0
ot v = (V1,...,vn), [V = vi 4+ oo, =G 7Y = YL orke. On note
£,
k(r=1¢) = de E(r7Ci, ... r ¢, pour simplifier les notations.

De méme que pour 7, on peut munir k(r~!¢) d'une norme en posant | f||
max ||a, ||r”, De plus, k(r~1¢) est compléte pour cette norme, donc c’est une k-algébre
14

de Banach. Mais k<r;1<1, ...,71(,) ne coincide pas avec I’ensemble des séries conver-
gentes sur un polydisque fermé ([BGR] 6.1.5).

Proposition 8.34. k(r~1() est un anneau noethérien. Si a C k{r='¢) un idéal, alors
a est fermé dans k(r—'¢).
Démonstration. [Berl] 2.1.3 O

Remarque 8.35. Par le méme procédé, on peut définir 'anneau A( r~1¢) pour A une
algébre de Banach quelconque.
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8.3 Algébres affinoides

Dans cette section on s’interesse aux algébres de la forme k:(rflcl, sy T iCn) /a (en
particulier, T}, /a) ot a C k(r;*C1,...,7;'C,) est un idéal.

Si A = k{(r='¢)/a est une telle k-algébre, 7 : k(r~¢) — k(r~1¢)/a est la projection
canonique, définissons || || : A — Ry :

I (h)|| = inf [k — all, h € k{r="¢).

Proposition 8.36. L’application définie ci-dessus est une norme sur A, telle que A est
compléte pour || ||. Donc c’est une k-algébre de Banach. De plus, si A est de la forme
kE(C)/a, alors pour chaque f € A il existe f € k(C) tel que w(f) = f et ||f|l = || f]l-

Démonstration. 11 est facile de voir que || || définit une norme sur une k-algébre A (le
fait que ||f|| =0 < f =0 pour f € A découle de 8.34). Si A est de la forme k(¢C)/a, a
est strictement fermé dans k(¢) (par 8.32). Alors pour chaque f € A il existe f € k(¢)
tel que 7(f) = fet | f] = |f]-

Il reste & montrer que A est compléte pour || ||. Cela découle du fait que k{(r—1¢) est
complet et qu’on peut relever une suite de Cauchy de A = k(r~!¢)/a en une suite de
Cauchy dans k(r=1¢) car (x,,) € A est de Cauchy ssi || Z,4+1 — Zy | PR 0 par 8.16. O

Définition 8.37. Une k-algébre de Banach A s’appelle une algébre k-affinoide s’il existe
un épimorphisme admissible k(rflcl, ... ,7‘,,71(7,) — A pour certains r1,...,7, >0, n €
N. Si ’on peut trouver un épimorphisme admissible T;, — A, on dit que A est une
algébre strictement k-affinoide. On dit que A est une k-algébre affinoide si ¢’est une
algébre K-affinoide pour certain corps non-archimedien K sur k. Dans la suite on écrira
souvent une "algébre affinoide" au lieu d’une "algébre k-affinoide".

Notons que I’on peut voir 1’algébre affinoide k(r; ¢y, ..., 7, ¢,)/a comme algébre
des fonctions définies sur le lieu des zéros de a sur un polydisque fermé de polyrayon
(r1y..oyTn).

Définition 8.38. Soit A une algébre k-affinoide. L’espace M(A) s’appelle un espace
k-affinoide.

Notons que cette définition a un sens car si A une algébre k-affinoide, A est une
algébre de Banach. Parfois on dira simplement un "espace affinoide" pour un "espace

k-affinoide". Un morphisme borné d’algébres affinoides ¢ : A — B induit un morphisme
def

¢* : M(B) — M(A) en posant ¢*(z)(f) = |o(f)| pour x € M(B) ou 'on note | | la

semi-norme correspondante & z.

Pour avoir des propriétés fonctorielles, on considére la catégorie des algébres affi-
noides comme la catégorie ou les objets sont les algébres affinoides et les morphismes
sont les homomorphismes bornés.

Remarque 8.39. Notons que tout morphisme d’anneaux ¢ entre des algébres stricte-
ment affinoides A et B est borné pour n’importe quel choix de normes de Banach. En ef-
fet, un tel morphisme est automatiquement continu par [BGR] 6.1.3/1, donc ||¢(a)|| <
si [la|| < d, d’ott 'on déduit que [[¢(a)| < $[lal|, donc ¢ est borné. Cela n’est pas vrai
en général pour les algébres affinoides ([Ber1] 2.1.13). Ce n’est pas vrai non plus que si
¢ : A — B est un homomorphisme d’algébres affinoides tel que chaque caractére sur B
induit un caractére sur A, alors ¢ est borné (par [Berl| 2.1.13 encore).
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Proposition 8.40. Soit A une algébre k-affinoide. Soit B une A-algébre finie. Suppo-
sons que A — B est un morphisme injectif. Alors application induite M(B) — M(A)
est surjective et quasi-finie (i.e. ses fibres sont finies).

Démonstration. [Berl] 2.1.16 O

Définition 8.41. Soit V' C X un fermé dans un espace affinoide X. On dit que V est
un domaine affinoide de X ¢’il existe un homomorphisme borné d’algébres affinoides
¢ : A — Ay avec la propriété universelle suivante : pour tout homomorphisme borné
d’algebres affinoides f : A — B tel que I'image de M(B) est incluse dans V' il existe un
unique homomorphisme borné f: Ay — B tel que f = f o ¢.

Théoréme 8.42. Soit V un domaine affinoide dans un espace affinoide X. Alors
M(Ay) = V. En particulier, le morphisme A — Ay est uniquement déterminé par
V.

Démonstration. [Berl] 2.2.4 O

Exemple 8.43. Donnons quelques exemples fondamentaux de domaines affinoides
(dans les exemples ci-dessous la propriété universelle découle de [Berl] 2.1.5).

1. Soit X un espace affinoide, soient p,q > 0. Un sous-espace fermé de X de la forme
X(f)={z € X||f(x)|] < p} s’appelle un domaine de Weierstraf§ de X. Un sous-
espace fermé de la forme X (f,g7!) = {x € X||f(x)| < p, |g(z)| > ¢} s’appelle
un domaine de Laurent de X.

Si X = M(A) alors un domaine de Laurent est représenté par ’homomorphisme
_ _ 1\ def _
A— Ap~tf,q97") = AT T,q8)/(T = f,98 = 1).
2. Si ¢ : A — B est un morphisme borné d’algébres affinoides, ¢* : M(B) — M(A)
le morphisme induit, V est un domaine affinoide dans M(A), alors ¢* ~1(V) est
un domaine affinoide dans M(B), representé par le morphisme B — B&4 Ay .

3. Si U,V sont des domaines affinoides dans X = M(A), alors UNV est un domaine
affinoide, representée par le morphisme A — Ay®4 Ay.

4. SiV est un domaine affinoide dans I’espace affinoide U, qui est un domaine affi-
noide dans X, alors V est un domaine affinoide dans X.

Pour construire les espaces analytiques "globaux" on aura besoin du résultat suivant :

Théoréme 8.44 (Tate). Soit (V;);cr un recouwvrement fini d’un espace affinoide X =
M(A) par les domaines affinoides Vi = M(Av,). Soit M un A-module de Banach de
type fini. Alors le complexe de Cech

OHMHH]W@AAVL, *)HM®AA\/71QV7 — ...
i ij
est exact.

Démonstration. [Berl] 2.2.5 O

Définition 8.45. Soit V' C X un fermé dans un espace affinoide X. On dit que V
est un domaine spécial de X si V peut g’écrire comme une union finie de domaines
affinoides de X.

Soit X = M(A) un espace affinoide. On peut le munir d’une structure d’espace
annelé comme suit. Pour U C X on pose I'U,Ox) = limAy, ot 'on prend la limite
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sur tous les domaines spéciaux V C U et Ay est une algébre affinoide correspondante
a4 V. On définit ainsi un préfaisceau sur X qui est en fait un faisceau par le théoréme
de Tate 8.44. On note Ox . la fibre de Ox en point z.

Remarque 8.46. Par [Berl] 2.3 la fibre Ox , est un anneau local d’idéal maximal
my ={f € Oxy||f(x)] =0} (si|f(z)] #0, f est inversible dans Ox, ;). De plus, on a
le résultat suivant :

Proposition 8.47. L’anneau Ox , est un anneau Hensélien.

Démonstration. [Ber2], 2.1.5 O

Dans la suite on va considérer les espaces affinoides comme les espaces localement
annelés. Maintenant définissons la catégorie des espaces affinoides (i.e. définissons les
morphismes). Notons que application A — X = M(A) définit un foncteur de la caté-
gorie des algébres affinoides vers la catégorie des espaces localement annelés. Ce foncteur
est fidéle, mais il n’est pas pleinement fidéle par 8.39. Pour éviter ce probléme on dé-
finit morphisme d’espaces affinoides X — Y, ou X = M(4), Y = M(B) comme un
morphisme d’espaces localement annelés qui vient d’'un morphisme borné B — A. On
obtient ainsi une catégorie.

Définition 8.48. Si K est une extension de k, alors I’application A — A®K définit
un foncteur de la catégorie des espaces k-affinoides vers la catégorie des espaces K-
affinoides. On 'appelle l’extension du corps de base.

8.4 L’anneau k((y,...,(,)

On a déja introduit anneau k(C1,...,{,) comme la sous-algébre de T;, formée par
des séries a coefficients dans k (i.e. par les séries s, telles que ||s|| < 1). On écrira parfois
E(¢) pour k(C1,...,Cn) (ici ¢ = (Cry-v ey Cn))-

Dans la suite on va s’intéresser aux quotients de la forme k((i,...,(,)/a, ot a est
l'idéal de k{((1, ..., (). Etudions d’abord quelques propriétes de k et k((1, ..., (). Pour
cela introduisons la notion d’anneau adique.

Définition 8.49. Un anneau topologique est un anneau muni d’une topologie telle que
I’addition et la multiplication sont continues pour cette topologie.

Soit A un anneau, soit a C A un idéal. Il existe une unique topologie sur A telle
que une base de voisinages de zéro est donnée par a”, n € N. Plus précisément, U C A
est ouvert ssi pour chaque x € U il existe n tel que x + a™ € U. La topologie ainsi
obtenue s’appelle la topologie a-adique. Notons que les a” sont ouverts et fermés pour
cette topologie.

Définition 8.50. Un anneau topologique adique est un anneau topologique tel qu’il
existe un idéal a C A tel que la topologie sur A coincide avec la topologie a-adique.
Dans ce cas on appelle a [’idéal de définition.

On a les mémes notions pour les modules.

Définition 8.51. Soit A un anneau topologique. Un A-module topologique M est un
A-module muni d’une topologie telle que I'addition et la multiplication A x M — M
sont continues, ot 'on munit A x M de la topologie produit. Si a C A est un idéal,
alors la topologie a-adique sur M est une topologie telle que une base de voisinages de
zéro dans M est donnée par les a” M, n € N. Une topologie sur M s’appelle adique si
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elle coincide avec une topologie a-adique pour un idéal a C A.

Lemme 8.52. Soient A un anneau, M un A-module et a C A un idéal. Considérons
les topologies a-adiques sur A et sur M. Alors
o0
(i) A est séparé ssi () a" =0
n=0
oo
(i) M est séparé ssi [ a"M =0
n=0
Démonstration. Démontrons (i), (ii) se démontre de la méme maniére. Soient x # y € A.
o0
Comme () a” = 0, il existe n tel que x —y ¢ a™, d’ou les voisinages cherchés x + a™

n=0
et y+a™ de x et y respectivement. De la méme maniére on démontre le sens inverse. [

Si la valuation sur k est non-triviale, on fixe pour la suite un élément non nul
a € k. Sinon posons a = 0. Considérons la topologie (a)-adique sur k. D’aprés 8.23
(a) = {x € k|||z|| < ||a||}- On déduit de cette description que pour chaque b € k,
pour chaque n € N il existe m,l € N, tels que (b)! C (a)” C (b)™. Donc la topologie
(a)-adique sur k ne dépend pas du choix de a € k.

Pour avoir une autre description de k({) rappellons la notion de complétion d’un
module topologique.

Définition 8.53. Soit. A un anneau topologique, soit M un A-module topologique. La
complétion de M est un A-module topologique M*, complet et séparé, muni d’un ho-
momorphisme continu ¢ : M — M* avec la propriété universelle suivante : pour chaque
A-module topologique M’, complet et séparé, et pour chaque homomorphisme continu

d’anneaux topologiques f : M — M’ il existe un unique homomorphisme continu
i M*— M tel que f = f*og.

Notons que la condition "séparé" assure qu’une limite d’une suite de Cauchy est
unique.

Si A est un anneau a-adique et si M un A-module topologique, muni d’une topologie
a-adique, alors on a la description explicite suivante de complétion a-adique M :

Lemme 8.54. M = liin]V[/a”M. La topologie sur M est la plus fine telle que les

projections canoniques Ty, : M — M/a™M sont continues, ot I’on munit M/a"M de
la topologie discréte. Autrement dit, un sous-espace de M est ouvert ssi il est union de
certaines fibres de w, (o4 'on varie n € N). Et donc la base de voisinages de 0 € M est
donnée par les idéaux ker m,, n € N.

Démonstration. [M]23.H.3 O

Vu comme k-module, k() posséde une topologie (a)-adique, qui est compléte (car
T,, est complet) et séparé (par 8.52). En fait, on peut voir k({) comme une complétion
(a)-adique d’un anneau de polynomes k[¢] (ou lon voit k[(] comme k-module et I'on
considére la topologie (a)-adique sur k[C]). En effet, soit ¢ : k[¢(] — k({) l'inclusion
canonique. Soit M’ un k-module topologique, complet et séparé. Soit f : k[¢(] — M’ un
homomorphisme continu. Soit s € k(¢). Alors on peut voir s comme la limite d’une suite
de Cauchy s = nlLH;O Sp avec S, € k[(]. Comme f est continue, f(s,) est une suite de

Cauchy dans M’. Or M’ est complet et séparé, il existe une unique f*(s) = lim f(s,)
n—oo

et ’on obtient ainsi ’application cherchée f*. Donc k(C) est une complétion (a)-adique
de l'anneau k[(]. Par [M] 23.H.3 on a :

Lemme 8.55. k(()

lim £/ (a™)[C]-
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8.5 Anneaux topologiquement de présentation finie sur &

Dans la suite on va travailler avec les anneaux de la forme k(¢)/a, ot a C k({) un
idéal. Etudions quelques propriétés d’anneaux de cette forme. Notons d’abord que I’on
peut munir £{C)/a de la topologie (a)-adique.

Proposition 8.56. Soit a C k(C) un idéal de type fini. Alors k{(C)/a est complet et
séparé pour la topologie (a)-adique.

Démonstration. C’est une conséquence de [A] 10.13. Plus précisément, posons A Lef
k(¢). Montrons d’abord que si M est un A-module de type fini, alors M — M =
lim M /a™ M est surjective. Cela découle du fait, que si 'on a une suite exacte

0—-N-—->A"—> M — 0,

alors, par la construction de lim, on a le diagramme commutatif suivant :

0 N A" M 0
Lo
0 N A" M 0

Notons que A" = A" comme A est complet. La deuxiéme ligne est exacte, car les
applications N/a""1N — N/a"N sont surjectives. D’aprés [H] 9.1. cela implique que
lim est exacte.

Donc M — M est surjective.

De plus, si M est de présentation finie, i.e. si NV est de type fini, il en découle que
M — M est injective, car dans ce cas N — N est surjective d’apres ce qui précéde.
Donc si M est de présentation finie, alors M — M est un isomorphisme. En prennant
M = k(¢)/a, on obtient le résultat vu que « est de type fini. O

Définition 8.57. Un anneau topologiquement de présentation finie sur k est un anneau
de la forme k(C)/a pour un idéal a C k(¢) de type fini.

Pour la briéveté on écrira dans la suite "anneau de présentation finie" pour un an-
neau "topologiquement de présentation finie".

Lemme 8.58. Soit A un anneau de présentation finie sur k. Alors le quotient A/kA
est de type fini sur k.

Démonstration. Soit k(¢) — A un épimorphisme, alors il induit une surjection k[¢] —
A/kA. Plus précisément, si A = k(C)/a pour un idéal a C k(¢) de type fini, alors
A/kA = E{()/(a+ k() ~ k[¢]/a est de type fini sur k. O
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9 Schémas formels et espaces analytiques associés

9.1 Schémas formels, constructions de base

Pour définir les schémas formels comme des espaces annelés, introduisons d’abord le
procédé de la localisation compléte.

Soit A un anneau a-adique, complet et séparé. Par 8.54 A= @A/a” et donc le
morphisme canonique A — @A/ a” est un isomorphisme.
Définition 9.1. Soit f € A. La localisation compléte de A en f est anneau A(f~1) def
lim A/a”[f 1]

Notons qu’on a une application canonique A — A({f~1). De plus, les applications
A[f~1] — A/a™[f~'] donnent une application A[f~!] — A(f~!), ce qui montre que
I'image de f dans A(f~!) est inversible. Ce morphisme canonique A[f~!] — A(f~1)
donne la description suivante :

Proposition 9.2. L’anneau A(f~') est la complétion de A[f~1] pour la topologie sur
A[f~1] donnée par l'idéal aA[f~1]. Si a est de type fini, alors la topologie sur A{(f~1)
coincide avec la topologie aA(f~')-adique.

Démonstration. Comme A[f~1] est plat sur A, alors A/a"[f~1] ~ A[f~!]/a". Donc
A(f71 def lim A[f~"]/a™ est la complétion aA[f~']-adique de A[f~']. Le fait que la
topologie sur A(f~!) coincide avec la topologie aA{f~1)-adique si a est de type fini
découle du lemme ci-dessous. O

Lemme 9.3. Soit B un anneau b-adique pour certain idéal b € B. Si b est de type
fini, alors bB est l’adhérence de b dans la _complétion b-adique B de B. Donc B est un
anneay adique avec l'idéal de définition bB.

Démonstration. Par 8.54 la base de voisinages de 0 € B est donnée par kerm,, ou
Tn : B — B/b™.

Montrons que ker 7, est la cloture de b™ in B. En effet, b™ est dense dans kerm,, :
pour chaque f € kerm, et pour chaque m € N il existe f,, € b™ (par exemple, un
représentant de Tnam(f) € B/b™T™) tel que f — fm € ker My, Comme kermr, est
fermé dans B par la définition de la topologie sur B c’est une cloture de b" dans B.

Soit b = (by,...,b.). Notons que b est dense dans bB, car bB C kerm; et b est
dense dans ker ;. Donc il suffit de démontrer que chaque élément de ’adhérence de b

A~ 0 . T
appartient & bB. Soit alors f = )~ f; avec f; € b’. On écrit pour chaque 7, f; = Y fi;b;
i=1 j=1

avec fi; € b1 dont f = S2(3. fi;)b;, dott f € bB. Donc bB est 'adherence de b
j=1 i=1

dansAB. Comme ker m,, sont les clotures de b” in B, n € N, et la base de voisinages de

0 € B est donnée par kerm,, n € N, donc la topologie sur B coincide avec la topologie

bB-adique. O

oo .
Pour avoir une autre description de A(f~1) considérons 'anneau A(t) = {3 ¢;t*| lim¢;

1=
0} ot t est une variable. De méme que dans 8.30 et 8.4, on peut démontrer que A(t) est
complet et séparé pour la topologie a-adique et que A(t) = lim A/a"[¢]. 1l existe donc

un homomorphisme canonique A(t) — A(f~!) qui envoie t en f~1.

Lemme 9.4. L’homomorphisme A(t) — A(f~') induit l'isomorphisme A(t)/(1— ft) ~
A(FY).
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Démonstration. Considérons les suites exactes suivantes :
0— (1—ft)A/a"[t] = A/a"[t] — A/a"[f"'] =0, n € N.
Comme lim est exacte & gauche, cela donne une suite exacte a gauche :
0 — lim(1 - f2)A/a"[f] — limA/a"[f] — limA/a"[f '] =0,

qui est en fait exacte comme les applications
(1 — ft)A/a™1[t] — (1 — ft)A/a"[t] sont surjectives ([H] 9.1). Comme (1 — ft) n’est
pas un diviseur de zéro dans A/a"[t], cela donne une suite exacte :

0—(1- ft)A<t> — A<t> — A<f_1> — 0,

ce qu’il fallait démontrer. O

Maintenant nous sommes préts pour définir les schémas formels affines. Ce sont
certains espaces annelés ou tous les anneaux que l'on considére sont des anneaux to-
pologiques. Soit A un tel anneau, complet et séparé, avec a I'idéal de définition. On
suppose ici que a est de type fini. Notons

SpfA = {idéaux premiers ouverts de A.}

Soit p € A un idéal premier. Comme p est ouvert ssi il existe n tel que p D a™ < p D aq,
alors Spf A coincide ensemblistement avec SpecA/a. La topologie de Zariski sur SpecA/a
induit donc la topologie sur Spf A. Comme d’habitude, on note D(f) le sous-ensemble de
SpfA ot f ne s’annule pas. Introduisons le faisceau structurel Ogpra sur SpfA. Comme
les espaces D(f) forment une base d’ouverts sur SpfA, il suffit de définir Ogpra(D(f))
pour tout f € A. Posons

def _ . I
Ospea(D(f)) = A(f7H) =lim A/a"[f~"].
Cela définit un préfaisceau sur la catégorie des ensembles de la forme D(f) C SpfA, qui
est en fait un faisceau car pour tout recouvrement (D(f;)); de D(f) la suite

A = [T = [TAlsmH ™

est exacte comme la limite projective des suites exactes

Afa(f7 = [T A/e" 7 = [T A e 1(Fif) 7
i i
(vu que limite projective est exacte a gauche).
Pour z € SpfA on a : O, = lim,ep(y) A(f71) est la fibre en point 2. Comme dans
le cas classique, on voit que ¢’est un anneau local ([EGAIT] 1.10.1.6).

Définition 9.5. Soit A un anneau adique d’idéal de définition a. Posons X = SpfA et
Ox le faisceau d’anneaux topologiques construit ci-dessus. L’espace localement annelé
(X, Ox) s'appelle un schéma formel affine. On le note par SpfA aussi.

Notons que comme on a supposé que a est de type fini, alors par 9.2 on a que A(f~1),
f € A est encore un anneau a-adique. On voit aussi que 1’on peut voir SpfA(f~!) comme
I’ensemble des idéaux prémiers ouverts de A ne contenant pas f. On peut dire donc que
pour un schéma formel affine X = SpfA et U = D(f) C SpfA un ouvert, ’espace annelé
(U, Ox|v) est isomorphe au schéma formel affine SpfA(f~1).

Les morphismes des schémas formels affines SpfA — SpfB sont les morphismes
d’espaces localement topologiquement annelés. Comme dans le cas de schémas, ils cor-
respondant bijectivement aux morphismes continues d’anneaux B — A.
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Définition 9.6. Un schéma formel est un espace localement topologiquement annelé
(X,0x) tel que chaque point z € X admet un voisinage ouvert U tel que (U,Ox|v)
est isomorphe & un schéma formel affine.

Remarque 9.7. Comme dans le cas des schémas on a les notions d’immersions fermées
et de schémas séparés pour les schémas formels. Comme dans le cas classique tout sous-
schéma fermé d’un schéma formel affine X = SpfA est donné par SpfA/I — SpfA. De
méme, cela donne que si X est séparé, alors 'intersection de deux ouverts affines de X
est affine. ([EGAI] 1.10.14)

Dans la suite on travaillera avec des schémas formels de la forme suivante :

Définition 9.8. Un schéma formel (X, Ox) est dit localement de présentation finie sur
k si
(i) X est locallement isomorphe & SpfA ou A est un anneau de présentation finie
sur k;
(ii) les familles des composantes irréductibles de schémas SpfA de (i) forment un
recouvrement localement fini.
On note k-F'sch la catégorie des schémas formels localement de présentation finie sur k.

Cette définition est correcte par 8.56 (on a le droit de considérer un schéma formel
SpfA ot A est un anneau de présentation finie sur k) et par 9.4 (si A est un anneau
de présentation finie sur k, alors sa localisation compléte en un élément f € A ’est aussi).

Définition 9.9. Un schéma formel localement de présentation finie sur k est dit de
présentation finie s’il peut s’écrire comme 'union finie de sous-schémas formels ouverts
affines de forme SpfA ou A est un anneau de présentation finie sur k.

Notons que si la valuation sur k est triviale, alors k-F'sch coincide avec la catégorie
des schémas localement de type fini sur k.
Dans la suite on va utiliser les lettres X, ) etc. pour des schéma formels de k-F'sch.

Proposition 9.10. Soit (X, Ox) € k-Fsch. Alors lespace annelé (X, Ox/kOx) est un
schéma localement de type fini sur k. On le note X5 et on Uappelle la fibre spéciale de

X.

Démonstration. Si U = SpfA est un ouvert de X, alors Ox(U)/kOx(U) = A/kA est de
type fini sur & par 8.58. Plus précisément, si A = k(()/a, alors A/kA = k[(]/a, ou & est
limage de a dans k[(].

Pour conclure il faut démontrer que (U, (Ox/kOx)|v) est isomorphe au schéma de
type fini sur & SpecA/kA. Pour faire cela il suffit de montrer que pour chaque ouvert
D(f) € U on a Ox(D())/kOx(D(f)) ~ A/KA[f~"].

Par 9.4 Ox(D(f)) ~ A(t)/(1—ft) ~ k((,t)/(a,1— ft), ot 'on écrit encore f pour une
préimage de f dans k(). Donc Ox(D(f))/kOx(D(f)) ~[ par 8.58 |~ k[¢,t]/(a,1— ft) ~
A/kA[f71]. Ce qu’il a fallait démontrer. O

Remarque 9.11. Tout ouvert d’un schéma formel SpfA est 'union finie de schémas
formels affines de la forme SpfA(f~!), f € A (cela découle du fait que SpfA est un
espace topologique noethérien, ce qui se démontre de la méme maniére comme pour les
schémas).

Proposition 9.12. X — X, définit un foncteur.

Démonstration. 11 suffit de vérifier qu’un morphisme ¢: SpfB — SpfA induit un mor-
phisme SpecB/kB — SpecA/kA. Soit ¢ : A — B un morphisme continue d’anneaux
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correspondant. Soit € kA, alors ||z|| < 1 (par 8.36 par example), et donc (z™),eny — 0,
donc ¢(z) € kB (sinon |¢(x)| = 1 par 8.36 et (¢p(2™))nen - 0). Donc p(kA) C kB.
Donc le morphisme ¢: A — B induit le morphisme A/kA — B/kB, donc il induit le
morphisme SpecB/kB — SpecA/kA. Donc X — X, est un foncteur. O

9.2 Sites

Définition 9.13. Soit C une catégorie. Une topologie de Grothendieck sur C est la
donnée pour chaque objet U € ObC d’un ensemble de familles de morphismes (U; —
U)ier qu'on appelle les recouvrements de U tels que
(i) pour tout recouvrement (U; — U);ecs et tout morphisme V' — U les produits
fibrés U; xy V existent et (U; xy V — V);er est un recouvrement de V'
(ii) si (U; — U)ier est un recouvrement de U et si pour tout ¢ on se donne un recou-
vrement de U; : (Vi; — U;) e, alors la famille (V;; — U); ; est un recouvrement
de U (ou le morphisme V;; — U est défini par la composition) ;

(iii) pour tout U € C la famille (U i—d> U) est un recouvrement de U.
La catégorie C avec la topologie de Grothendieck s’appelle un site. Si T est un site,
on note Cat T la catégorie correspondante.

Exemple 9.14. Soit X un schéma. Considérons la catégorie Et(X) des morphismes

étales U — X. Le recouvrement d’un tel morphisme est une famille (U; P U)ier telle
que U = J; fi(U;). On note le site ainsi obtenu X¢ et appelle le site étale de X.

Définition 9.15. Soient T4, T» deux sites. Une application continue (un morphisme de
sites) T1 — T» est un foncteur Cat T, — CatT; qui envoie les recouvrements sur des
recouvrements.

Définition 9.16. Un préfaisceau d’ensembles (de groupes abéliens etc.) sur le site T'
est un foncteur contravariant F: CatT — Sets (un foncteur Cat T — Ab etc.). On dit
que F est un faisceau si la suite

FU) = [[Fw) = I[ 7 <0 Uy)

i€l ij€T

est exacte pour tout recouvrement (U; — U);er.

Un morphisme de préfaisceaux est un morphisme de foncteurs. Un morphisme de
faisceaux est un morphisme de préfaisceaux.

Si T est un site, on note 7™ la catégorie des faisceaux d’ensembles sur T et S(7T) la
catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur 7.

Dans la suite on va souvent considérer les faisceaux de la forme suivante.

Définition 9.17. Soit 7' est un site. Soit F' € S(T'). On dit que F est un faisceau
torsion si pour chaque U € Cat T le groupe F(U) est un groupe de torsion, i.e. chaque
éléement de F(U) est d’ordre fini.

Soient Ty, T5 deux sites. Soit ¢ : 77 — T5 un morphisme de sites, soit ¢* : Cat Ty —
Cat Ty le foncteur correspondant. Sous certaines bonnes hypothéses (comme ’existence
des limites inductives et projecttives etc., [Ka]), pour un tel morphisme ¢ on peut définir
le foncteur d’image directe ¢, : Ty~ — Ty ", F + ¢.F, en posant ¢, F(U) = F(¢'(U)).

On définit aussi le foncteur d’image inverse ¢* : Ty~ — Ty, F — ¢*F, en posant

¢* F un faisceau associé au préfaisceau V — ¢P (V) def lim(£(U)) ot l'on prend la limite
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sur tous V — ¢'(U). Cette définition est correcte et ¢* est I’adjoint & gauche de ¢,

([Ka]).

Remarque 9.18. (i) Dans la suite on considera les cohomologies des faisceaux sur

T. On considera les sites T' tels que la catégorie T admet assez d’injectives (cf.
[Mi] III.1.1).

(ii) On dira qu’un faisceau F' sur un site T est flasque si H4(U, F) = 0 pour tout
U € Ob(CatT) et tout ¢ > 1.

(i) I en découle de [SGA4] V.4.1 qu'un faisceau F sur un site T est flasque ssi
les cohomologies de Cech HY(U, F) s’annulent pour tout recouvrement U de tout
objet U de CatT et pour tout ¢ > 1.

Dans la suite on aura besoin du résultat suivant :

Théoréme 9.19. Soit X = SpecK ou K est un corps. Soit K* la cloture séparable de
K (i.e. la plus grande extension séparable de K contenue dans une cloture algébrique
de K). Alors la catégorie X est équivalente a la catégorie des Gk -modules discrets,
ot G = Gal(K*®/K). (si un groupe G agit sur ensemble A on dit que A est G-dicret
si Uapplication G x A — A est continu ot l'on muni A de la topologie discréte.)

Démonstration. [Mi] 11.1.9 O

9.3 Espaces analytiques

Dans cette section on va introduire quelques contructions de [Ber2]. On suppose
que tous les espaces topologiques compacts, localement compacts et paracompacts sont
séparé (un espace topologique séparé est dit paracompact si tout recouvrement ouvert
de cet espace admet un sous-recouvrement localement fini).

Définition 9.20. Soit X un espace topologique. Soit 7 une classe de sous-ensembles de
X (on les munit de la topologie induite de celle de X). On dit que 7 est un quasi-réseau
n n
si pour tout z € X il existe V4,...,V, € T tels que x € [ V; et |J V; est un voisinage
i=1 i=1
de x. On dit qu'un quasi-réseau 7 est un réseau sur X si pour tous U,V € 7 la restriction
Tlunv est un quasi-réseau sur U NV,

Remarque 9.21. Par le voisinage d’un point z € X on entend une partie de ’espace
topologique, contenant une boule ouverte de centre z. Si Y C X une partie de X on
note 7|y ={V er|VCY}.

Définition 9.22. Soit X un espace topologique localement séparé, soit 7 un réseau de
sous-ensembles compacts sur X. Un atlas k-affinoide A sur X est une application qui
associe & tout V' € 7 une algébre k-affinoide Ay et un homeomorphisme V= M(Ay),
et pour tous U,V € 7 tels que U C V' un homomorphisme borné d’algébres k-affinoides
ayy + Ay — Ay qui identifie (U, Ay) avec un domaine affinoide dans V. Un triplet
(X, A, 7) ainsi défini est dit un espace k-analytique.

Par exemple, le triplet (X, A, {X}), ou X = M(A), A est une algébre affinoide, est
un espace analytique. Dans la suite on va le noter M(A) simplement.

Remarque 9.23. D’aprés [Ber2| 1.2.4(iii) une base de la topologie d’un espace analy-
tique est formée par des ouverts locallement compacts et paracompacts.
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Pour définir les morphismes entre les espaces k-analytiques nous avons besoin de
quelques constructions supplémentaires.

Définition 9.24. Un morphisme fort entre les espaces k-analytiques
¢ (X, A, 1) — (X', A", 7’) est la donnée :
(i) d’un morphisme continue ¢ : X — X’ tel que pour tout V € 7 il existe V' € 7/
tel que (V) Cc V/
(ii) d’un systéme de morphismes compatibles d’espaces affinoides oy, : (V, Ay) —
(V', Ay/) pour toute paire V € 7 et V' € 7/ telle que (V) C V'.

On dit qu’un tel morphisme est un quasi-isomorphisme si ¢ induit un homeomorphisme
entre X et X' et pour toute paire V € 7 et V' € 7', o(V) C V', oy, identifie V avec
un domaine affinoide dans V.

On définit la catégorie k—;ﬂ%, ot les morphismes sont les morphismes forts (la com-
position est bien définie par [Ber2] 1.2). La catégorie k-An d’espaces k-analytiques est
définie comme la localisation de k-An par les quasi-isomorphismes (le systéme de quasi-
isomorphismes dans k-An admet un calcul de fractions par [Ber2] 1.2.10).

Proposition 9.25. La catégorie k-An admet des produits fibrés.
Démonstration. [Ber2] 1.4.1 O

On définit les domaines affinoides d’un espace analytique comme suit. Soit (X, A, 7)

un espace analytique. On dit qu’un sous-ensemble W C X est 7-spécial s’il est compact
n

et il existe un recouvrement W = J W; tel que Wi, W; N W, € 7 et Aw,®Aw, —
i=1

Aw,nw, est un épimorphisme admissible. On appelle un tel recouvrement de W un

recouvrement, 7-spécial. Par le théoréme de Tate 8.44 'algébre de Banach Aw def

ker(][ Aw, — [] Aw,nw, ) ne dépend pas du recouvrement et ’application W — M(Aw)
4 ]
est bien définie.

Posons 7 % {W |W est un domaine k-affinoide dans un V' € 7}. On peut montrer
que I’on peut étendre A en un atlas A pour obtenir un espace analytique (X, A,7).
Soit 7 une collection d’espaces T-spéciaux tels que l'algébre correspondante Ay est k-
affinoide, W = M(Aw) et pour certain recouvrement 7-spécial, (W;, Aw,) sont des
domaines affinoides dans W.

Définition 9.26. Les sous-espaces de 7 s’appellent les domains k-affinoides de X.
Clest-a-dire, W C X est un domaine affinoide de X, g’il existe un recouvrement
W = U;W; tel que W;, W; N W; sont des domaines affinoides dans certaines V;,U;; € 7,
Aw,®Aw, — Aw,w, est un épimorphisme admissible, W = M(Aw) et (W;, Aw,)
sont des domaines affinoides dans W. Les sous-espaces 7-spéciaux s’appellent les do-
matnes spéciaux de X.

Remarque 9.27. D’aprés [Ber2] 1.1.1(i) les domaines affinoides sont fermés dans X.

Lemme 9.28. Soit ¢ : (X, A, 7) — (X', A", ") un morphisme d’espaces analytiques,
soient V C X et V' C X' des domaines affinoides. Alors lintersection V N ¢~ (V') est
un domaine spécial de X .

Démonstration. [Ber2] 1.2.14 O
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Proposition 9.29. Soient (X, A,7) et (X', A',7") des espaces analytiques. Alors il
existe une bijection entre ’ensemble Hom((X, A, 1), (X', A', ")) et ’ensemble des paires
(6,5) ou
- ¢: X — X' est une application continue telle que pour tout x € X il existe des
domaines affinoides Vi,...,V,, C X et V{,..., V) C X' tels que V1 U... UV, et
VIU...UV, sont des voisinages de x et ¢(x) respectivement, x € ViN...NV, et
(Vi) c Vi ;
— S est un systéme des morphismes compatibles ¢vyv d’espaces affinoides pour tous
domaines affinoides V C X et V! C X' tels que ¢(V) C V.

Démonstration. [Ber2] 1.2.15 O

Définition 9.30. Un sous-espace Y de l'espace analytique X s’appelle un domaine
k-analytique si pour tout Yy € Y il existe des domaines k-affinoides Vi, ..., V,, contenus
dans Y tels que y € ﬂ Vi et U V; est un voisinage de y dans Y

=1 =1
Notons que d’aprés cette définition et 9.28 on a ([Ber2] 1.3) :
1. l'intersection de deux domaines analytiques est un domaine analytique;

2. une préimage d’un domaine analytique par un morphisme d’espaces analytiques
est un domaine analytique;

3. 81 Y C X est un domaine analytique, alors la famille des domaines affinoides
de X qui sont contenus dans Y définit un atlas sur Y et on obtient ainsi un
morphisme d’espaces analytiques v : Y — X avec la propriété universelle suivante :
si ¢ : Z — X est un morphisme d’espaces analytiques tel que p(Z) C Y il existe
un unique morphisme ¥ : Z — Y tel que ¢ =vo);

4. un domaine analytique qui est isomorphe & un espace k-affinoide est un domaine
affinoide ;

5. tout ouvert de I'espace analytique est un domaine analytique. (C’est le cas pour un
espace affinoide par définition de la topologie sur le spectre d’anneau de Banach.
Dans le cas général soit (X, A, 7) un espace analytique, U C X est un ouvert. Par
définition des l’espaces analytiques pour chaque z € U il existe Vy,...,V,, € 7
tels que = € ﬂ Vi et U V; est un voisinage de x. Comme ’assertion est vraie

=1 =1
pour chaque V; le résultat en découle.)

Considérons maintenant le procédés de recollement d’espaces k-analytiques. Soient
(X;)ier des espaces k-analytiques. Supposons que pour tous i,j € I on a un domaine
k-analytique X;; C X; et un isomorphisme d’espaces k-analytiques v;; : Xj; 5 X ji tels
que

1) Xi=X;

(11) l/ij(Xq;j N Xil) =X;NXy

(111) Vil = Vj] O V45 Sur Xij N X;.

On cherche un espace k-analytique X muni d’une famille de morphismes p; : X; — X
tels que

(1) p; est un isomorphisme de X; sur un domaine k-analytique de X

2) X = Um(X,)

(3) (%) = (X0 Dy (X;)

(4) pi = pj o vy sur Xy;.

Si un tel X existe, on dit qu’il est obtenu par recollement de X; selon les Xj;.

Proposition 9.31. Le recollement existe et il est unique & un isomorphisme prés dans
les situations suivantes :
(i) les X;; sont ouverts dans les X; ;
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(i1) pour chaque i € I tous les X;; sont fermés dans les X; et X;; = 0 sauf un
nombre fini d’indices j.
Dans le cas (i) tous les p;(X;) sont ouverts dans X. Dans le cas (i) tous les u;(X;)
sont fermés dans X el si les X; sont séparés (paracompacts) alors X est séparé (para-
compact).

Démonstration. [Ber2] 1.3.3 O

Remarque 9.32. Rappelons qu'un espace topologique X est dit séparé (ou de Haus-
dorff) si 'image de X dans X x X est fermeée.

Naturellement, on peut recoller les morphismes aussi :

Proposition 9.33. Soit X un espace analytique, soit (Y;)icr un recouwvrement de X
par des domaines analytiques tel que tout point v € X a un voisinage de la forme
Y, ,U...UY, etx e, nN...NY; (ie (Y;) est un quasi-réseau sur X ). Alors pour

n in

tout espace analytique X' la suite
Hom(X, X') — | [ Hom(Y;, X') = [ [ Hom(Y; NV}, X")
i 2%}
est exacte.

Démonstration. [Ber2] 1.3.2 O

Certains espaces analytiques possédent la propriété supplémentaire suivante (en par-
ticulier, les espaces analytiques au sens de [Berl]).

Définition 9.34. On dit qu'un espace analytique X est bon si tout point de X a un
voisinage affinoide.

Exemple 9.35. (i) Un espace analytique M(A) est bon (A est une algébre affi-

noide).
(ii) Par contre le lieu de validité sur le polydisque unité de dimension 2 de la condi-
tion "||T|| = 1 ou [|S]| = 1" est un espace analytique qui n’est pas bon : le point

> a;;T"S7 — max|a;;| n’as pas de voisinage affinoide.

Si X est un bon espace analytique, on peut le munir d’un faisceau structurel Ox.
Si X = M(A) c’est le faisceau déja construit. Par 9.33 cela donne un faisceau Ox pour
un bon espace analytique X.

Dans le cas général définissons une topologie de Grothendieck sur un espace analy-
tique X. Comme catégorie on prend la categorie de tous les domaines analytiques de
X. Les recouvrements d’un domaine analytique Y sont donnés par les familles (Y;);es
de domaines analytiques de Y qui sont des quasi-réseaux sur Y.

Définition 9.36. La topologie ainsi obtenue s’appelle la G-topologie sur X. On note
par X¢ le site correspondant.

D’aprés 9.33 on obtient un faisceau structurel Ox, sur Xg et on a ainsi une notion
de Ox,-module. On dit qu'un Ox,-module M est cohérent s’il existe un quasi-réseau 7
de domaines affinoides sur X tel que pour tout V€ 7 M]y,, est isomorphe au conoyau
d'un morphisme de Oy,-modules libres de type fini. Un morphisme d’espaces analy-
tiques induit un morphisme d’espaces G-annelés ¢g: Yo — Xg.
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Remarque 9.37. (i) Six est un point de X et V' un domaine affinoide de X conte-
nant x, alors on peut définir le corps résiduel k(x) et le corps résiduel complété
H(z) de x dans V' comme dans 8.19. Il ne depend pas du choix de domaine V' par
9.28. On ontient ainsi une application M(H(z)) — X qui vient du caractére x,
corredpondant (8.19) De 8.19 on déduit que donner un point « de 'espace analy-
tique X est équivalent & donner un morphisme M(H(z)) — X (ou un morphisme

(ii) Si ¢ : Y — X est un morphisme d’espaces analytiques et z € X, alors l'espace
analytique Y x x M(H(z)) s’identifie & la fibre Y, de ¢ en point = ([Ber2] 1.4).

Etudions le lien entre les espaces k-analytiques et les schémas localement de type
fini sur k. Soit X un tel schéma. Soit ® un foncteur de la catégorie de bons espaces
analytiques sur k vers la catégorie des ensembles qui accocie & un espace analytique X
lensemble des morphismes d’espaces annelés Homy (X, X).

Théoréme 9.38. Le foncteur © est représentable par un espace analytique X" et le
morphisme m : X** — X . Si X = Spec A ot A est de type fini sur k, alors X®" coincide
avec [’ensemble des semi-normes multiplicatives sur A prolongeant la norme de k.

Démonstration. |Ber2| 2.6.1 O

9.4 Application de réduction

Considérons d’abord le cas affine. Soit X = SpfA un schéma formel tel que A est un
anneau de présentation finie sur k, i.e. A = k(¢)/a pour un idéal a C k() de type fini.
Posons A = A ®, k.

Lemme 9.39. A est une algébre k-affinoide et l'image de A dans A est contenue dans
A={f e Allf(x)] <1 pour tout x € M(A)}.

De plus, si f € A, alors A(f~1) @x k = (A®y k)(f71).

Démonstration. On a: A = (k(C)/a) @ k = (k{C) Qk k)/(a @k k) = k(()/(a ®y k).
(Plus précisément, si a est engendré par fi,..., f,, alors a ®; k est engendré sur k(()
par fi,..., fn. En effet, notons b I'idéal de k{C) engendré par fi,..., fn. L’application
a®rk — b, > pifi @ci — . cipifi, ¢i €k, pi € k(() est surjective. Elle est aussi
injective : si D ¢ipifi = 0, alors 3 <p;f; = 0 ou ¢ = max ||¢;f|, dou D pifi ® ¢; =
(> %pifi) @ c=0, donc a ®; k = b.) L’algebre A est donc une algebre k-affinoide.
Ensuite notons que f € A< ||f]| <1< p(f) <1 par 8.22. Mais p(f) = ||f|| car la
norme est multiplicative, donc f € A< ||f|| <1, dousi f € A alors f € A par 8.36.
Pour démontrer le reste écrivons A(f 1)@ k=[par 9.4]=A(T)/(1— ft) @i k=A(T) Dy,
k/(1— ft)®)k=|de la méme maniére comme ci-dessus on montre que (1— ft) A(TYQrk =
(1= FAT)=AT) /(1 — 1) = (Ay k)(f). .

Comme A est une algébre k-affinoide, on peut définir 'espace k-analytique M (A).

Posons X, ef M(A). Notons qu’un morphisme SpfA — SpfB induit un morphisme
M(A) — M(B) est donc X — X, est un foncteur.

Le point € X, donne un morphisme x, : A — H(z), f — f(z) (comme dans

8.1), qui induit le morphisme Yz : A — H(z), oi A 2 A/kA (comme dans 9.12 :

Xz(kA) C H(z) par 8.22). On pose:

7(x) 2 yer Xz-
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Comme H(z) est un corps, m(x) est un idéal premier de A. On obtient ainsi une appli-
cation 7 : X,, — X, = SpecA, qu’on appelle lapplication de réduction.
Maintenant démontrons quelques propriétés de cette application.

Proposition 9.40. L’image de 7 est fermé dans X.

Démonstration. Considérons 'application A— H(z) et posons 7’(x) son noyau. L’ap-
plication ainsi définie 7’ : X, — Specj est l'application de réduction de [Berl] 2.4.
Cette application est surjective d’apreés [Berl] 2.4.4 (i). }
Considérons ensuite un épimorphisme k(¢) — A. Il induit les épimorphismes k[¢] —
Aet k(¢) — A. Notons que le premier est bien défini par 9.12. L’épimorphisme k(¢) — A
induit un homomorphisme fini k[¢(] — A par [BGR] 6.3.4/2. Ce dernier coincide avec la
composé k[¢] — A — A, donc A — A est fini (car k[¢] — A est fini). Soit = € X,. Par
définition de 7 on a alors: 7(z) = j~ (7' (z)) = j ' (ker A — H(z)), ot j: A — Aest le
morphisme canonique. Comme A— Aest fini, cela montre que I'image de m est fermé
dans X;. O

Proposition 9.41. (i) Soit Y un fermé de X, défini par (f1,. .., fn) pour certains
fi,--, fn € A. Alors

V) ={z e X, | |fi(x)] <1,1<i<n}
(i1) SoitU = Specﬁf, f € A un ouvert de X4. Alors

o U) = {z € X, || f(2)| =1}
et donc U, = 71 (U) o U = SpfA(f1).

Démonstration. Danslecas (iona:zenm (V) e n(zr) ey & fi€kerys, 1<i<n
slfilr))<1,1<i<ne|fi(z))<1,1<i<n.

Dans le cas (i), z € 7' (U) & 7(x) €U & f ¢ kerxp < |f(z)| =1 < |f(z)] = 1.
Le fait, que 8, = 7~ !(U) découle de 8.42. En effet, || f|| < 1 par 8.22 : f € A et donc
f € Apar 9.39. On peut voir donc {z € X,, || f(z)| =1} = {z € X, ||f(z)| > 1} comme
un domaine de Laurent, représenté par A — A(T)/(1 — fT) = A(f~!) @1 k (par 9.39).
Donc U, = M(A(f Y @r k) = {z € X, ||f(z)] = 1} par 8.42. O

Considérons le cas ou U est un ouvert (pas forcement affine) de X;.

Proposition 9.42. Soit 3 un schéma formel avec un espace topologique sous-jacent U.
Alors U, s’identifie ¢ un domaine affinoide dans X,,.

Démonstration. Par 9.11 U est I'union finie de schémas formels de la forme i; =
SpfA(fi), fi € A. Posons U; = SpecAy. Donc 8, = MATY) 5 771 (U;). Par
le théoreme de Tate 8.44 {1, s’identifie avec un domaine affinoide M (ker [[A(f; ') —
ITA, f]ﬂ}) dans X,,. De plus, notons que dans ce cas U, coincide avec 71 (). O

Considérons le cas général. On le fera en deux étapes. On fixe un recouvrement
localement fini X = |J X; par des schémas affines de la forme SpfA, ou A est de présen-
tation finie sur k. Par définition de schémas formels de présentation finie sur k, on peut
supposer que X; N X; est vide sauf un nombre fini d’indices j.

Pour la premiére étape supposons que X est séparé. Dans ce cas X;; = X; N X, est
affine par 9.7 et donc X;; ,, est un domaine aflinoide dans X; , et X;; , — X; , X Xj, 5
est une immersion fermé (i.e. un morphisme d’algébres associé est un épimorphisme).
Donc on peut recoller les X; ,, pour obtenir un k-espace analytique séparé paracompact
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X, (par 9.31). Si X est de présentation finie (i.e. ¢’est 'union finie |JX;) alors X,, est
compact (comme les X; , sont compacts par 8.18).
De plus, on a les propriétés suivantes :

Proposition 9.43. (i) X — X, est un foncteur;
(i) les applications de réduction X; , — X, donnent une application de réduction
Xy — Xgy
(i1i) si il est un sous-schéma ouvert de X avec un espace topologique sous-jacent U,
alors W, est un domaine analytique fermé de X, et 4, = 7= (U) ;
(iv) i Y est un fermé dans X, alors 7= (V) est un ouvert de X, ;
(v) Uimage de 7 est fermé dans X.

Démonstration. Les propriétés (i) et (ii) découlent du procédé de recollement des mor-
phismes 9.33. La (iv) est vraie comme elle est vraie localement, les propriétés (iii) et
(v) découlent de [Bou] I.1.5/4 (ce qui dit que la réunion d’une famille localement finie
de parties fermées d’un espace topologique est fermé dans cet espace). O

Finalement, dans la deuxiéme étape X € k-F'sch quelconque. Notons que X; ; sont
des schémas formels séparés (comme 'intersection de deux affines) et on utilise la pre-
miére étape pour construire X;; , qui est un domaine analytique compact dans un espace
k-affinoide X; , (car X;; est un ouvert dans un affine et donc I'union finie d’ouverts
affines par 9.11). Donc on peut recoller les X; ,, pour obtenir un espace analytique séparé
paracompact X, (par 9.31) et on a les propriétés (i)-(v) comme ci-dessus.

De méme, si X est de présentation finie (i.e. ¢’est I'union finie |JX;) alors X,, est
compact (comme les X; , sont compacts par 8.18).

Il est important de noter que I'espace X,, n’est pas bon en général : par exemple
si X est un ouvert complémentaire de l'origine dans le plan affine formel alors X, est

Pespace analytique de 9.35(ii) qui n’est pas bon.

Pour un morphisme ¢ : 2 — X on note ¢, et ¢, les morphismes P, — X, et
2, — X, respectivement.
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10 Morphismes étales et quasi-étales

10.1 Morphismes étales de schémas formels

Dans cette section on introduira les notions de morphismes étales de schémas for-
mels. On aura besoin de la propriété suivante, qui a lieu pour les morphismes étales de
schémas.

Théoréme 10.1. Localement tout morphisme étale est standard :

st p: Y — X est un morphisme étale, pour touty € Y il existe des voisinages affines V
et U de y et o(y) respectivement tels que le morphisme ¢|v: V — U est standard. (On
dit qu’un morphisme étale p 1V — U est standard si c’est un morphisme de la forme
Spec(A[T]/P); — SpecA, ou A est un anneau, P € A[T] est un polynome réduit, i.e.
son coefficient au plus haut degrée est égal o 1, f € A[T] tel que P’ est inversible dans
(A[T]/P)g).-

Démonstration. [Mi], 3.14 O

Maintenant considérons le cas des schémas formels. Soit X € k-F'sch, soit n € N. De
la méme maniére comme dans 9.10 on montre I’assertion suivante :

Proposition 10.2. L’espace annelé X, ef (X,0%/a™Oz%) est un schéma de type fini

sur k/(a™).

Soient X,3 € k-F'sch, soit n € N. Notons qu’un morphisme ¢: 3 — X induit un
morphisme ¢, : 3, — X,, car X,, = X X k/a"™ et 3, = 3 Xi k/a™.

Remarque 10.3. Soit x € X un point du schéma formel X € k-F'sch correspondant
a l'idéal premier ouvert p. Notons que p Nk est un idéal premier de k. Comme p est
ouvert, p D (a), donc p Nk est non nul, d’ott p Nk = k par 8.23. Les schémas X,,, n € N
et X/kX coincident donc ensemblistement.

Définition 10.4. Soient X,3 € k-F'sch. Un morphisme ¢: 3 — X est dit plat (resp.
étale) si tous les morphismes ¢, : 3,, — X,, sont plats (resp.étales), n € N.

Remarque 10.5. En général les schémas 3, et X, ne sont pas localement noethé-
riens (cf. 8.24). La notion d’un morphisme étale (resp. non-ramifié) correspond donc &
[EGAIV] 17.3. Pourtant on peut utiliser le méme critére que pour des schémas locale-
ment noethériens (loc. cit. 17.4.1(d"”)) : un morphisme localement de présentation finie
f: X =Y est non-ramifié¢ en point # € X ssi 'anneau Ox, , = Ox,z/myOx, 5 est un
corps, extension finie séparable de k(y), ot 'on note y = f(x) et X, est la fibre de f en
point y.

Lemme 10.6. Soient X, 3 € k-F'sch. Un morphisme ¢: 3 — X est étale si est seulement
sl est plat et étale en sa fible spéciale (i.e. si le morphisme 35 — X5 est étale).

Démonstration. Si ¢y, : 3, — X, sont étales, alors 3 — X, l'est aussi par le change-
ment de base (le morphisme 35 — X, coincide avec le morphisme 3, ®x, (X, ®rk/k) —
X, ®k k/k). Il Sagit donc de monrer que si 3; — X, est non-ramifié, alors 3,, — X, le
sont aussi. Cela découle de la rémarque ci-dessus vu que les anneaux locaux des fibres de
ces morphismes (i.e. les Ox, ) ainsi que les corps résiduels sont les mémes par 10.3. O

Proposition 10.7. Soit X € k-Fsch. Alors la correspondance X — X induit une équi-
valence entre la catégorie des schémas formels étales sur X et la catégorie des schémas
étales sur X.
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Remarque 10.8. Cette correspondance est bien définie par le lemme ci-dessus.

Démonstration. Il faut montrer que le foncteur -5 : 3 — 3 entre la catégorie des schémas
formels étales sur X et la catégorie des schémas étales sur X, est essentiellement surjectif
et pleinement fidéle.

Montrons qu’il est pleinement fidéle. 11 s’agit de montrer que I’ensemble de mor-
phismes étales Homx(2), 3) est isomorphe & l'ensemble Homzx, (s, 3s). Cela découle
du fait que Homx(9),3) =~ @Homxn(ﬂ‘jn,?m) par [EGAI] 1.10.6.11 et du fait que
Homzx  (Dn, 3n) =~ Homx, (s, 3s) par [Mi] 1.3.23.

Montrons que -4 est essentiellement surjectif. Comme il est pleinement fidéle, il suffit
de montrer que 'on peut relever localement un morphisme étale Z — X, (i.e. on peut
recoller les relévements ainsi obtenus, car ils coincident sur les intersections vu que
¢s = s = ¢ = ¢ car le foncteur -5 est pleinement fidéle). Par la localité on peut
supposer que X = SpfA, X, = SpecA et Z = Spec(g[T]/ﬁ)f, ot P est un polynome
réduit et P’ est inversible dans (A[T]/P) 7 (par 10.1). On choisit des relévements P et

fde Pet f et onpose Z = Spf(A(T)/P);. Alors Z, = Z. Comme Z est un ouvert
du schema formel Spf(A(T)/P) = Spf(A[T]/P), on voit que Z est plat sur X. Comme
Zs — X est etale, Z — X est etale d’aprés 10.6. Donc -4 est essentiellement surjectif

et cela finit la preuve de la proposition.
O

Maintenant, étudions le comportement de morphismes étales par rapport a 'appli-
cation de réduction.

Proposition 10.9. Soit ¢ : 3 — X un morphisme étale. Alors

¢7}(3n) = 7Tﬁl(ﬁﬁs (35))-

En particulier, ¢,(3,) est un domaine analytique fermé de X,,.

Démonstration. Notons que si ¢ : 3 — X est un morphisme étale, alors on peut le
factoriser par 3 — U4 — X, ol U est un ouvert du schéma formel X et 3, — U, est
surjectif (il suffit de prendre 4f = Im ¢ qui est ouvert d’aprés 10.3 et le fait que ¢ est
plat). Notons que 35 — i, est étale puisque 35 — X, est étale et U, — X, est étale
comme une immersion ouverte. Donc 71 (¢5(35)) = 7 1(Us) = 4, et il suffit donc
de montrer que 3, — i, est surjectif. Soit v € i, alors x correspond a un mor-
phisme M(k(z)) — &, par 9.37, ce dernier donne un morphisme Spf(k(z)) — 4, ou

k(x) = {y € k(z),|ly|]| < 1} est un anneau des entiers de k(z). On pose k(z) le corps

résiduel de k(x). Posons A Lof Spf(k(z)). On a donc un morphisme A, — U, ce qui
donne un morphisme A; — 3, puisque 35 — iU est surjectif. Il s’agit donc de montrer
que le morphisme A, — 3, se reléve & en morphisme A — 3. Par la localité on peut

supposer que 4 = Spf C' = Spf(k(z1,...,2,)/I), Us = Spec Cs = Spec(%[xl, ... ,mn]/f)
et, comme 3 — & est étale, on peut aussi supposer que 3 = Spf (C[T)/P){f~1) et
3 = Spf(Cs[T]/P)f comme dans la proposition précédente (P est un polynome ré-

duit). Soit (a1,...an) le k(z)-point de U correspondent & A, — &, il se reléve a
k(z)-point (a1, ...,ay) de L. 8935 (a1,...an,b) le point correspondent & As — 35. Soit

P,(t) = P(ay,...,an,t), on a P,(b) = 0, donc, puisque k(z) est Hensélien (par [Ber2]

2.3.3 et 2.4.3), on peut relever b en b tel que P,(b) = P(ay,...,an,b) = 0. On ob-

tient ainsi un k(z)-point de 3 (la condition f(a1,...,an,b) # 0 est aussi satisfaite car
f(ay,...,an,b) # 0). Cela donne un morphisme M(k(x)) — 3,, donc 3, — &, est
surjectif. O
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10.2 Morphismes étales d’espaces analytiques

Etudions d’abord quelques propriétés d’espaces affinoides et analytiques.

Définition 10.10. Soit ¢ : M(B) — M(A) un morphisme d’espaces affinoides. On dit
que c’est une immersion fermée si A — B est un épimorphisme admissible.

Définition 10.11. Un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques s’appelle une im-
mersion fermée si pour tout x € X il existe des domaines affinoides V7,...,V, C X
telsque x € Vi N...NV,, V1 U...UV, est un voisinage de = et ¢~(V;) — V; sont des
immersions fermées d’espaces affinoides.

Lemme 10.12. Un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques est une immersion
fermée ssi pour tout domaine affinoide V. C X, ¢~1(V) — V est une immersion fermée
d’espaces affinoides.

Démonstration. [Ber2] 1.3.7 O

Définition 10.13. On dit qu’un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques est une
immersion G-localement fermé s’il existe un quasi-réseau 7 de domaines analytiques sur
Y tel que pour tout V' € 7 il existe un domaine analytique U C X tel que ¢ induit une
immersion fermée V — U.

Soit ¢ : Y — X une immersion G-localement fermée, soient U,V comme dans la
définition ci-dessus. Si J est un faisceau d’idéaux de Oy, correspondant & V, alors
on peut considérer J/J? comme un Oy,-module. Tous ces faisceaux sont compatibles
sur les intersections et ils définissent un Oy,-module cohérent. On appelle un faisceau
conormal et on le note Ny, /x,-

Définition 10.14. On dit qu'un morphisme d’espaces analytiques ¢ : Y — X est sé-
paré si le morphisme diagonal Ay, x:Y — Y Xx Y est une immersion fermée.

Remarque 10.15. Si ¢ : Y — X est séparé alors U'intersection de deux domaines
affinoides est affinoide : en effet si U et V' sont des domaines affinoides alors U NV =
A;}X(U x V) et A;}X(U x V) — U x V est une immersion fermée d’espaces affinoides
et donc U NV est affinoide.

Définition 10.16. Soit ¢ : M(B) — M(A) un morphisme d’espaces affinoides. On dit
qu’il est fini si B est un A-module de Banach de type fini.

Définition 10.17. Un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques est dit fini si pour
tout x € X il existe des domaines affinoides Vi,...,V,, C X telsque x € V1 N ... NV,
ViU...UV, est un voisinage de = et ¢_1(Vi) — V; sont des morphismes finis d’espaces
affinoides.

Lemme 10.18. Un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques est fini ssi pour tout
domaine affinoide V. C X, $~1(V) — V est un morphisme fini d’espaces affinoides.

Démonstration. [Ber2| 1.3.7 O

Définition 10.19. On dit qu’un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques est fini
au point y € Y ’il existe des voisinages ouverts V et U de y et ¢(y) respectivement tels
que ¢ induit un morphisme fini V' — U. On dit que ¢ est quasi-fini si’il est fini en tout
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point y € Y.

Lemme 10.20. Si un morphisme de bons espaces analytiques ¢ : Y — X est fini en
point y €Y, alors Oy, est une Ox, 4(,)-algébre finie.

Démonstration. [Ber2] 3.1.6 O

Définition 10.21. On dit qu’un morphisme quasi-fini ¢ : ¥ — X de bons espaces
analytiques est plat au point y € Y si Oy, est plat sur Ox, 4(,). On dit que ¢ est plat
s’il est plat en tout point y € Y.

Lemme 10.22. Un morphisme fini d’espaces analytiques ¢ : M(B) — M(A) est plat
en point y €Y ssi By, est plat sur A%(y), ou Py et Py(y) sont les idéaur correspondants
aux semi-normes définies par y et ¢(y). En particulier, ¢ est plat ssi B est plat sur A.

Démonstration. |[Ber2] 3.2.1 O

Dans le cas général on définit les morphismes plats comme suit.

Lemme 10.23. Soit ¢ : Y — X un morphisme fini d’espaces analytiques, soienty € Y
et x = ¢(y). Alors les conditions suivantes sont équivalents :
(i) il existe des domaines affinoides Vi,...,V,, C X tels que z € Vi N...NV,,
ViU...UV, est un voisinage de x et ¢~*(V;) — V; est plat en y pour tout i;
(ii) pour tout domaine affinoide V C X, ¢=H(V) — V est plat en y.

Démonstration. [Ber2] 3.2.3 O

Définition 10.24. On dit qu'un morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques est plat
en point y € Y ¢l existe des voisinages ouverts V et U de y et ¢(y) respectivement tels
que ¢ induit un morphisme fini V' — U qui vérifie les conditions équivalentes du lemme
ci-dessus. On dit que ¢ est plat §’il est plat en tout point y € Y.

Proposition 10.25. Soit ¢ : Y — X un morphisme plat quasi-fini d’espaces analy-
tiques. Alors ¢ est une application ouverte.

Démonstration. [Ber2] 3.2.7 O

Soit ¢ : Y — X un morphisme d’espaces analytiques. Considérons le morphisme
diagonal Ay x:Y — Y xx Y (le produit Y X x Y est bien défini par 9.25). D’apres
[Ber2] 1.4 c’est une immersion G-localement fermée (la collection 7 de domaines affi-
noides V' C Y |3U C X un domaine affinoide | ¢(V) C U est un réseau, pour tels U,V
on a que V Xy V est un domaine affinoide de Y xx Y et Ay, x induit une immersion
fermée V' — V xy V). On peut donc définir un faisceau conormal de Ay, x qu’on appelle
le faisceau de différentielles de ¢ et on le note par Qy,,/x,.

Définition 10.26. On dit qu’un morphisme quasi-fini ¢ : Y — X d’espaces analytiques
est non-ramifié si Qy, ,x, = 0. On dit que ¢ est étale s’il est non-ramifié et plat. On dit
qu’il est non-ramifié (resp. étale) en y € Y si’il existe des voisinages ouverts V et U de y
et ¢(y) respectivement tels que ¢ induit un morphisme non-ramifié (resp. étale) V' — U.

Lemme 10.27. Un morphisme quasi-fini ¢ : Y — X de bons espaces analytiques est
non-ramifié (resp. étale) au point y € Y ssi Oy,,/m,Oy,, (x = ¢(y)) est une extension
finie et séparable de k(x) (resp. et Oy, est plat sur Ox ), ot on note par my Uidéal
mazimal de Ox o, k(z) est son corps résiduel.
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Démonstration. [Ber2] 3.3.6 O

Soit ¢ : Y — X un morphisme quasi-fini. D’aprés la définition de la G-topologie
sur un espace analytique, Qy, ,x, = 0 si et seulement si pour chaque domaine affinoide
VCXonaQg1(v),)ve =0. D’aprés 10.23 on obtient donc :

Proposition 10.28. Soit ¢ : Y — X un morphisme quasi-fini d’espaces analytiques,
soient y € Y et = ¢(y). Alors les conditions suivantes sont équivalents :
(i) ¢ est étale en y;
(i) il existe des domaines affinoides Vi,...,V,, C X tels que x € Vi N...NV,,
Vi U...UV, est un voisinage de = et ¢~1(V;) — V; est étale en y pour tout i;
(iii) pour tout domaine affinoide V C X, ¢~ (V) — V est étale en y.

Proposition 10.29. Les morphismes étales sont stables par composition, par change-
ments de base et par extensions du corps de base.

Démonstration. [Ber2] 3.3.8 O

Proposition 10.30. Soeint v : Z — Y et ¢ : Y — X des morphismes quasi-finis. Si
oo est étale et ¢ est non-ramifié, alors Y est étale.

Démonstration. |Ber2] 3.3.9 0

On note par Et(X) la catégorie de morphismes étales U — X . D’aprés la proposition
précédente tous les morphismes dans cette catégorie sont étales. Maintenant définissons
le site X¢:. On pose Cat(X¢:) = Et(X) et I'ensemble de recouvrements de (U — X) €

Et(X) est donné par les familles (U; LY U)ier tels que U = {J;; fi(Us). On dira qu’un
faisceau F' € X est un faisceau étale sur X.

Notons que tout morphisme ¢ : Y — X d’espaces analytiques induit un morphisme
de sites Yz — Xg par 10.29 (un morphisme (U — X) € Et(X) donne un morphisme
(UxxY —Y) € Et(Y)). Comme dans 9.2, pour un tel morphisme ¢ on peut définir
le foncteur d’image directe ¢ : Yor  — Xe en posant ¢, F(U) = F(U xx Y).

De méme on définit le foncteur d’image inverse ¢* : X¢i~ — Y¢ en posant ¢*F est
un faisceau associé au préfaisceau V — ¢P(V) et lim(F(U)) o 'on prend la limite sur
tous les diagrammes commutatifs

v 25U
Y _¢ . X
avec U — X étale. Cette définition admet un sens et ¢* est adjoint & gauche de ¢..

Dans la suite on aura besoin de la construction suivante, qui est une généralisation
de la catégorie Et(X).

Définition 10.31. Un germe d’espace analytique (ou k-germe) est une paire (X, S)
ot X est un espace analytique et S C |X]|, i.e. S est un sous-ensemble de I’espace topo-
logique sous-jacent | X|. Si S = {z} on note le germe correspondant par (X, z).

Les k-germes forment une catégorie ot un morphisme de (Y, T) & (X, S) est un mor-
phisme ¢ : Y — X tel que ¢(T") C S. La catégorie k-Germs est la catégorie de fractions
de cette catégorie par le systéme de morphismes ¢ : Y — X tels que ¢ induit un iso-
morphisme de Y avec un voisinage ouvert de S dans X. Ce systéme admet un calcul de
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fractions (a droite) et donc Homy—germs((Y,T), (X, 9)) = lim(¢: V — X),6(T) C S
ou on prend la limite sur tous V' appartenant au systéme fondamental de voisinages de
T dans Y ([Ber2] 3.4). On appelle un tel morphisme ¢ : V' — X un représentant du
morphisme (Y, T) — (X, 5).

Définition 10.32. Soit (X, S) un k-germe. La catégorie Et(X,S) est la catégorie des
morphismes (Y,7T) — (X,S) qui possédent un représentant étale ¢ : V — X tel que
T = ¢ (9).

Notons qu’on a une équivalence Et(X,|X|) ~ Et(X). Si z € X, Fét(X,z) désigne
la sous-catégorie pleine de Ft(X, z) formée par des morphismes (Y, T) — (X, z) qui ont
le représentant ¢ : V — X avec V — ¢(V) fini.

Théoréme 10.33. Soit X un espace analytique, soit x € X. Alors on a une équivalence
de catégories Fét(X,x) = Fét(H(x)) ot Fét(H(x)) désigne la catégorie des schémas
finis et étales sur Spec H(x).

Démonstration. [Ber2] 3.4.1 O

Définissons la topologie étale sur un k-germe (X, S). Les recouvrements de (U, T') —
(X,S) € Et(X,S) sont donnés par les familles ((Us, T}) % (U, T))icr telles que T =
U, fi(Ti). On note par (X, S)¢; le site ainsi obtenu. On a un morphisme de sites i(x,g) :
(X,S)st — Xe. Si F est un faisceau sur X (i.e. un faisceau sur le site X4;), on note
Fix,s) = ifx.sF.

Soit (X, S) est un k-germe. Si x € S, alors on a le morphisme de sites i, : H(x)s —
(X, S)e (par 9.37). Plus précisément, ce morphisme vient d’un morphisme Et(X,z) —
Et(H(z)) obtenu par composition Et(X,z) — Et(X(x)) — Et(k(z)) — Et(H(x)), on
l'on note par Et(X(z)), Et(k(x)) et Et(H(z)) les catégories des schémas étales sur
Spec Ox ., Spec k(x) et Spec H(x) respectivement.

Définition 10.34. Soit F est un faisceau sur (X, S). On appelle le fibre F, de F en x
I'image inverse i F'.

Remarque 10.35. D’aprés 9.19 on peut idéntifier F), avec un G (,)-module discret
correspondant.

Soit (X,S) un k-germe. A un ouvert U C S on associe un ouvert Ux C X tel
que Ux NS = U. La correspondance U — Ux ainsi obtenue définit un foncteur de la
catégorie des ouverts de S vers Et(X,S), U — ((Ux,S) — (X,5)), et ce foncteur ne
dépend pas du choix des Ux (& un isomorphisme prés). On obtient ainsi le morphisme
de sites 7 : (X,59)¢r — S, ou S est le site correspondant a la topologie usuelle sur S. En
particulier, il existe un morphisme X¢ — | X| que ’on note aussi par .

Théoréme 10.36. Soit F' un faisceau des groupes abéliens sur (X, S), soit x € S. Alors
(R, F)y = H(I(GH(I)7F$)7 q=>0.

Démonstration. [Ber2] 4.2.4 O

10.3 Topologie quasi-étale sur un espace analytique

Démontrons d’abord la propriété suivante, qui sera basique pour la définition de la
topologie quasi-étale dans la suite.
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Théoréme 10.37. Soit ¢: 3 — X un morphisme étale de schémas formels X, 3 € k-
Fsch. Alors pour chaque z € 3y, il existe des domaines affinoides Vi,...,V, C 3, tels
que V1 U ... UV, est un voisinage de y et pour tout i on peut identifier V; avec un
domaine affinoide dans un espace analytique étale sur X,,.

Démonstration. Montrons d’abord I'assertion pour ¢ de la forme Spf(B(f~!)) — SpfA,
oit (comme dans 10.7) B = A[T]/P = A(t)/P, ot P est un polynome réduit et f € B
tel que I'mage P’ de g f pr dans Ef = (JZ[T]/}S)f~ est inversible . Posons i = SpfB,
alors 3, = {z e i, || f(2)| = 1} par 9.41.

Comme P’ est inversible dans By, [g(z)| = 1 pour tout z € 3,. En effet, il existe

b€ B tel que gbf! = f™+ pour certains m,l € N. Comme 3, = {z € 4, | |f(z)| = 1},
alors pour tout z € 3, on a [g(2)| - |b(2)| = |gb(z)] = 1. Comme | | est borné et
multiplicative, [g(2)| < [lg]| <1 et [b(2)| < [[bl| <1, donc |g(2)| = [b(z)] = 1.

Par 10.27 le morphisme U, — X, est étale en point z € 4, ssi g est inversible dans
lanneau local correspondant, i.e. ssi g(z) # 0 par 8.46. Or |g(z)| = 1 pour tout z € 3,
alors 3, C {z € U, |g(z) # 0} peut étre identifié avec un domaine affinoide dans un
espace analytique étale sur X,,.

Par le méme procédé comme dans 10.7, dans le cas général on peut trouver des
sous-schémas formels affines X1,... %X, C X et 31,...3, C3telsque y € 31 N...N3,,
31 U...U 3, est un voisinage de y et ¢ induit des morphismes étales de la forme
Spf(B{(f~')) — SpfA comme ci-dessus (d’aprés la preuve de [Ber2] 1.3.3, cela découle
de la structure du reseau 7 sur un espace analytique obtenu par recollement.) Par ce qui
précéde, on peut identifier 3; , avec un domaine affinoide dans un espace analytique
étale sur X; ,,. Mais pour tout ¢ on peut trouver un voisinage V; de y dans 3, , tel que
I’on peut identifier V; avec un domaine affinoide dans un espace analytique étale sur
X, tout entier par [Ber2] 3.4.2. Comme V; U...UV,, est un voisinage de y dans 3,, on
obtient le résultat.

O

Soit ¢ : Y — X un morphisme d’espaces k-analytiques.

Définition 10.38. On dit que ¢ est quasi-étale si pour chaque point y € Y il existe
des domaines affinoides V,...,V, C Y tels que V3 U... UV, est un voisinage de y et
pour tout ¢ on peut idéntifier V; avec un domaine affinoide dans un espace analytique
étale sur X.

Par exemple, un plongement canonique d’un domaine analytique est quasi-étale. Par
10.37, si ¢: 3 — X est un morphisme étale de schémas formels X, 3 € k-F'sch, alors
by : 3, — X, est quasi-étale.

Remarque 10.39. Si ¢ : Y — X est quasi-étale, alors il en découle de 9.23 qu’il existe
des domaines affinoides Vi,...,V,, C Y, tels que V3 U... UV, est un voisinage de y et
pour tout 7 on peut idéntifier V; avec un domaine affinoide dans un espace k-analytique
paracompact séparé (i.e. de Hausdorfl) et étale sur X.

Proposition 10.40. (i) Les morphismes quasi-étales sont stables par composition,
par changement de base et par extension du corps de base.
(i) Si'Y et Z sont quasi-étales sur X, alors ¢ : Z — Y est quasi-étale pour tout
X-morphisme ¢.

Démonstration. Ces propriétés sont vraies pour les morphismes étales. Donc le fait que
les morphismes quasi-étales sont stables par changement de base et par extension de
corps de base découle de 8.43.
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Soient Z YLyey & X quasi-étales. Montrons que Z — X est quasi-étale. Soient
z€Z,yeY,x e X tels que y = ¥(z) et = ¢(y). Il existe des domaines affinoides
Ziy.ooyZm C Y tels que Z7 U ... U Z,, est un voisinage de y et pour tout ¢ on peut
idéntifier Z; avec un domaine affinoide dans un espace analytique Z; étale sur Y et il
existe des domaines affinoides Y7,...,Y, C Y tels que Y1 U...UY, est un voisinage
de y et pour tout ¢ on peut idéntifier Y; avec un domaine affinoide dans un espace
analytique ); étale sur X. D’aprés 9.28, quitte a raffiner Z;, on peut supposer que pour
chaque Z; il existe Yj(;) tel que 9(Z;) C Yj(;). On a donc Z; est étale sur Y, et Y
est un domaine affinoide dans );(;). D’aprés [Ber2| 3.4.1 et 3.2.2 on peut supposer que
I’on peut idéntifier Z; avec un domaine affinoide dans un espace analytique étale sur
Y;. D’aprés 8.43 on peut donc idéntifier Z; avec un domaine affinoide dans un espace
analytique étale sur X. Le résultat en découle.

Pour démontrer (ii) notons que ¢ = pry o'y, o pra est la projection Z xx Y — Y,
qui est quasi-étale par le changement de base, I'y est le graphe Z — Z xx Y, il est
obtenu d’un morphisme quasi-étale Y — Y x x Y par le changement de base. Le résultat
en découle. O

Soit X un espace analytique. On note Qét(X) la catégorie des morphismes quasi-
étales U — X. Par la proposition ci-dessus on peut définir la topologie de Grothendick
sur Qét(X) comme suit. Un recouvrement de (U — X) € Qét(X) est une famille

{U; Eit U}ier telle que tout point de U a un voisinage de la forme f;, (V1)U...U f; (V4,)
pour certains domaines affinoides Vi C U;,...V, C U;,. On note Xy le site ainsi
obtenu et par X la catégorie des faisceaux d’ensembles sur Xg¢:. On note X¢ le
site obtenu en considérant la G-topologie sur X, X, est le site étale. On a ainsi des
mophismes de sites : p: Xggp — Xg et Xy — X

De la méme maniére comme dans 10.2 le morphisme p induit le morphisme p* :
Xeét — Xgee et le morphisme ¢ : Y — X induit les morphismes ¢ : Yo — Xger et
o* XqétN—> Yqéf-

10.4 Faisceaux moux sur des espaces analytiques

Définition 10.41. Un faisceau F' sur un espace topologique X est dit mow si pour tout
fermé V C X Dapplication F(X) — F(V) est surjective.

D’aprés [God] on a les descriptions suivantes de faisceaux moux :

Théoréme 10.42. Soit X un espace topologique paracompact, soit F' un faisceau sur
X.

(i) Si chaque point de X admet un voisinage (ouvert) U tel que F|y est mou alors
F est mou.

(i1) Si F est un faisceau mou, alors F induit un faisceau mou sur tout sous-espace
fermé de X. Si X est normé, alors F induit un faisceau mou sur tout sous-espace
localement fermé de X.

(#i) Si F est un faisceau mou de groupes abéliens, alors HY(X,F) =0, ¢ > 1.

Démonstration. [God] 11.3.4.1, 11.3.4.2, 11.4.4.3(b) O

Maintenant considérons le cas d’espaces analytiques.

Définition 10.43. On dit qu’un faisceau étale de groupes abéliens sur un espace ana-
Iytique est mou si pour tout x € X F, est un Gy ,)-module flasque (au sens de 9.18)
et pour tout U paracompact et étale sur X la restriction de F' & la topologie usuelle de
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Pespace topologique sous-jacent |U| est mou.

Exemple 10.44. Un exemple important d’un faisceau mou est un faisceau injectif. Le
fait, qu’il est mou découle de [Ber2] 4.2.5 (un faisceau injectif est acyclique, donc les
conditions (1) et (2) de [Ber2] 4.2.5 sont vérifiés, ce qui dit qu’un faisceau injectif est
mou.)

Lemme 10.45. Soit F' un faisceau étale de groupes abéliens sur un espace analytique
X. Si F est mou et X est paracompact, alors HI(X, F) =0, ¢ > 1.

Démonstration. Soit w : Xg — |X| un morphisme de sites construit au paragraphe pré-
cédent. Par [SGA4] V.5.3 on a la suite spectrale de Leray ES 7 = HP(|X|, Rim.F) =
HP(X, F). Comme F est mou, (RimF), = 0 pour tout point z € X, ¢ > 1 (d’aprés
10.36). Cela implique que Rim,.F = 0, on a donc HY(X, F) = H(| X |, 7. F'). Cela donne
que HY(X, F) =0, ¢ > 1, car HY(|X|,m.F) =0, ¢ > 1 par 10.42 (vu que la restriction
de F a la topologie usuelle de | X| est mou). O

Lemme 10.46. Soit ¢ : Y — X un morphisme d’espaces analytiques. Si F un faisceau
mou sur X, alors ¢*F est un faisceau mouw sur Y dans les cas suivants :
(i) ¢ est quasi-étale;
(ii) ¢ est un morphisme canonique X def X®k* — X, ou k* désigne une cloture
algébrique de k.

Remarque 10.47. Si la valuation de k est non-triviale, alors la cloture separable k*
est dense dans k%, i.e. k® = k* ([BGR] 3.4.1/5).

Démonstration. (i) Notons que si y € Y et = ¢(y) alors on a I'inclusion H(y) —

H(z). On peut supposer donc que H(y)® — H(z)*, d’oit Gy est un sous-groupe
fermeé de G4((y. De plus, on peut identifier (¢*F), avec F, par [Ber2| 4.3.1 et cette
identification est compatible avec I'action de groupes G,y et G y). Comme
F, est un Gy(,)-module flasque, on en déduit que (¢*F), est un Gy ,)-module
flasque.
Montrons maintenant que la restriction de ¢*F a la topologie usuelle de |Y| est
mou. D’aprés 10.42 et le fait que |Y] est localement paracompact (par 9.23), on
peut supposer que Y = V3 U... UV, ou V; sont des domaines affinoides dans Y
et pour chaque 7 on peut identifier V; avec un domaine affinoide dans un espace
analytique paracompact U;, tel que U; est étale sur X. Par définition d’un faisceau
mou la restriction de F' a |U;| est mou, et donc 10.42 implique que la restriction
de F & |V;] est mou car |V;| est un fermé de |U;|. Cela donne que la restriction de
¢* F & la topologie usuelle de |Y| est mou.

(i) Soit Z — X un morphisme étale. Comme la propriété d’étre mou est locale,
d’aprés [Ber2] 3.2.2 on peut supposer que Z = Y ou Y est un espace analytique
paracompact, localement compact étale sur X. Il est suffit de vérifier donc que
pour tout sous-espace compact T C Y D'application F(Y) — F(T) est surjective
(par 10.42). Cela découle de [Ber2] 5.3.5.

O

10.5 Théoréme de comparaison

Soit X est un espace analytique. Rapellons qu’on a noté p le morphisme Xg¢; — Xeg;.
Il induit le morphisme p* : Xg; — Xger .
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Théoréme 10.48. Soit f : U — X un morphisme quasi-étale, soit F' un faisceau étale
sur X. Alors
(i) f*F(U) = u*F(U), ou f* est un morphisme d’image inverse X¢ — Ugi ;
(ii) si F est un faisceau de groupes abéliens, alors HI(U, f*F) = HY(Uget, u*F),
qg=>0.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme on procéde par plusieurs étapes.

FEtape 1. Considérons un préfaisceau sur Xgeét qui & chaque morphisme quasi-étale
V % X associe g*F(V).

Lemme 10.49. Le préfaisceau V — g*F(V) est un faisceau sur Xge:.

Démonstration. Soit f : U — X un morphisme quasi-étale. Soit (U; % U)ier un re-

couvrement de U, g; sont quasi-étales. Posons f; = fog; : Uy — U — X et fi; les

morphismes U;; — U — X, Uy dof U; xy Uj. 1l s’agit de vérifier que la suite

(FO) = [[UPw) = T £5FUs)

est exacte.

Supposons d’abord que U est un espace affinoide. Comme g; sont quasi-étales, on
peut supposer (quitte & raffiner le recouvrement) que la famille (U; AU )icr est finie et
pour chaque 7 on peut idéntifier U; avec un domaine affinoide dans un espace analytique
V; séparé et étale sur U. Notons que si U; est un voisinage ouvert de U; dans V; alors
le morphisme U; — U (i.e. le morphisme U; — V; — U) est étale. Comme F est un
faisceau étale, on a une suite exacte

(f*F(U)) — H(f*F(Ui)) = H_ FrFUs),

ou Z/[ij =U; Xy Z/[j. Par [Ber2] 435(1) on a que fl*F(Uz) = @f*F(ul) et fz*F(Uzg) =

lim f*F'(U;;) quand U; — U. Donc la suite (f*F(U)) — [1(f7 F(Us)) = [ f55F(Ui;) est
7 i,J

exacte comime la limite inductive filtrant des suites exactes.

Dans le cas général on peut supposer que U est paracompact (d’aprés 9.23 et le fait
que l'inclusion d’un ouvert dans ’espace analytique est étale). Ensuite, comme g; sont
quasi-étales et l’assertion est vérifiée pour un espace affinoide, on peut supposer que
(Ui — U)ier est un recouvrement, localement fini par des domaines affinoides.

Comme les domaines affinoides sont fermés (cf. 9.27), dans ce cas le résultat découle
de [Ber2] 4.3 et [God] I1.1.3.1 (qui dit que si F' est un faisceau sur X et M; est un recou-
vrement fermé localement fini de X alors la suite FI(X) — [[(F(M;)) = [ F(M; N M)

i irj
est exacte). 0O

Etape 2.
Lemme 10.50. Soit ¢ : Y — X un morphisme étale d’epaces analytiques avec X un
espace de Hausdorff. Soit C' un compact dans Y. Supposons que ¢ est injective sur C

et pour tout y €Y on a un isomorphisme H(d(y)) = H(y). Alors il existe un voisinage
V de C dans Y tel que ¢ induit un isomorphisme V = ¢(V).

Démonstration. D’aprés 10.33 ¢ est un isomorphisme local en tout point y € C. On
peut donc supposer que ¢ est un isomorphisme local en tout point y € Y. Pour conclure
il suffit donc de trouver un voisinage V' de C dans Y tel que ¢ est injective sur V.
Par la compacité on trouve des ouverts Vi,...,V, C Y, telles que V; = ¢(V;) et C' C
Vi U...UV,. Par récurrence il suffit de considerer le cas n = 2 (i.e. de construire V" au
cas ou n = 2).
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Comme X est de Hausdorff, alors "image de |X| par le morphisme § : |X| —
|X| x | X| est fermée. Soit h = (¢, ¢) le morphisme |Y| x |Y| — |X]| x | X]. On a donc
{(y1.92) [ 6(y1) = d(y2)} = |Y| x x| [Y] = h~(3(|X])) est ferme dans [Y] x |Y]. Alors
son complémentaire W est ouvert. Comme ¢ est injective sur C, W D {(y1,92) |y1 €
C\V1, y2 € C\Va}. 1l existe donc des voisinages C\Vy C Wi C Vi et C\Vo C Wy C V3
tels que [Wi] x [Wa| ne rencontre pas [Y| x x| [Y| = {(y1,y2) | #(y1) = ¢(y2)}, i-e. ¢ est
injective sur W1 UWs. De plus, ¢ est injective sur W1 U(ViNVa), car W1 U(ViNVa,) C V4.
De méme, ¢ est injective sur Wa U (V4 NV3) Alors Pouvert V.= Wy UW, U (V3 NV3) est
un ouvert cherché : il contient C et ¢ est injective sur V. O

E'tape 3.
Lemme 10.51. Soit (U 4, X) € Qét(X). Alors il existe un recouvrement (U; 25 U)ier

de U — X dans Xy tel que (fg;)*F(U;) = (w*F)(U;) pour touti € I.

Démonstration. Soit uP F un préfaisceau sur X ¢ défini par U — h_H)lF(Y) ou 'on prend
la limite sur tous les X-morphismes U — Y ou Y est étale sur X. Par définition de
faisceau p*F, il est un faisceau associé & pP. Pour conclure il suffit donc de montrer

que f*F(U) S uPF(U) pour tout U L X tel que U est affinoide et ’on peut identifier
U avec un domaine affinoide dans un espace analytique V séparé et étale sur X (on
obtient ainsi un recouvrement cherché).

Par [Ber2] 4.3 on a f*F(U) = lim# (V) ou V parcours les voisinages ouverts de U

dans V. Pour montrer que f*F(U) = pPF(U) il suffit donc de montrer que chaque
X-morphisme U — Y avec Y — X étale s’étend & un X-morphisme Y — Y ou U est
un voisinage de U dans V.

Pour cela notons que le morphisme pro : Y xx V — V vérifie les conditions du
lemme de l’étape précédent, ot I’on prend C l'image de U dans Y x x V (le morphisme
U — Y xx V vient de X-morphismes U — Y et U — V), les conditions du lemme
10.50 sont vérifiées car U est un domaine affinoide dans V). Donc il existe un voisinage

ouvert W de C dans Y xx V tel que W = U %ef pra(W). On a donc un X-morphisme
U — Y qui vient de morphisme W — Y xx V — Y. Le morphisme &/ — Y prolonge le

morphisme U — Y et U un voisinage de U dans V. Cela fini la preuve du lemme.
O

Etape 4. Les étapes 1 et 3 impliquent 1’assertion (i) du théoréme. Notons cepen-
dant que le fait que fPF(U) = pP(U) = lmF(V), ot l'on prend la limite sur tous
X-morphismes U — V avec V — X étale, n’implique pas directement (i) car f*F est
un faisceau sur Ug mais pu* F est un faisceau sur Ugg.

Etape 5. Démonrons maintenant ’assertion (ii). Notons d’abord qu’un recouvre-
ment de U par des ouverts est un recouvrement pour la topologie étale et pour la
topologie quasi-étale. Soit V un tel recouvrement. Par [SGA4] V.3.3 il induit donc les
suites spectrales de Leray HP(V, H(f*F)) = HPt9(Ug, f*F) et HP(V, HI(u*F)) =
HPT(Uyey, p*F), ot HI(f*F) (resp. He(p*F)) désigne le faisceau associé au préfais-
ceau V = HY(Vy, f*F|y) (vesp. V +— H9(Vye, *F|y), les H* désignent les groupes
de cohomologie de Cech associés au recouvrement V. On peut donc supposer que U est
suffisamment petit et donc qu’il est paracompact (par 9.23).

Ensuite, considérons un recouvrement W de U par des domaines affinoides. Comme
U est paracompact, on peut supposer qu’il est localement fini. Ce recouvrement est un
recouvrement de U pour la topologie quasi-étale. Il induit donc la suite spectrale de
Leray qui converge vers H®(Uge, p*F). Par [Ber2] 4.3.7 on a aussi la suite spectrale
pour la topologie étale HP(W, Hi(f*F)) = HP*9(Ug, f*F). Pour conclure il suffit
donc de montrer I'assertion au cas ou U est affinoide et 'on peut l'idéntifier U avec un
domaine affinoide dans un espace analytique paracompact V étale sur X.
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Notons que I’assertion est vrai au cas ¢ = 0 par (i). Considérons la résolution injective
F — I® du faisceau F sur X¢. On a donc les résolutions f*F — fI® et p*F — p*I°.
Comme un faisceau injectif est mou, les f*I7 sont moux par 10.46. Comme U est para-
compact, f*I7 sont acycliques et donc on peut calculer la cohomologie de H(U, f*F)
comme les groupes de cohomologie du complexe f*I*(U). Par (i) ce complexe coincide
avec le complexe p*I*(U). Pour conclure il suffit donc de démontrer que 'on peut cal-
culer les groupes de cohomologie H?(Uget, n*F') & aide de la résolution p*F — p*I°.
Pour cela il suffit de montrer que les x*I7 sonc acycliques.

Montrons alors que si F' est injective alors H?(Uge, *F) = 0, ¢ > 1. Pour cela
utilisons la cohomologie de Cech. Si on a un récouvrement quasi-étale de U, alors on
peut le raffiné en recouvrement fini U = (U; — U);er, ot pour chaque 4, U; est affinoide
et on peut l'identifier avec un domaine affinoide dans un espace analytique V; étale
sur U. Pour montrer que H¥(Uge, p*F) = 0, ¢ > 1 il sufffit donc de montrer que
HY(U,*F) =0, ¢ > 1. Considérons le complexe de Cech C*(U, F) correspondant.

Rappelons que l'on peut idéntifier U avec un domaine affinoide dans un espace
analytique paracompact V qui est étale sur X. Soient V; des voisinages de U; dans
V, i € I. Quitte & changer V par 'union de V;, on peut supposer que V; — V est
un recouvrement étale de V. Or V est étale sur X, F'|y est injectif, donc le complexe
de Cech C*(V, F) associé 4 un recouvrement ) de V est exact. Le complexe C*(U, F)
est donc exact aussi comme la limite inductive filtrant de complexes exacts C*(V, F)
(quand V; — U;). Cela montre que si F' est injective alors HY(Uger, p*F) =0, ¢ > 1, ce
qui finit la preuve du théoréme.

O

Passons a quelques consequances de ce théoréme.

Corollaire 10.52. Soit F' € X . Alors
(i) F 5 pu*F;
(ii) le foncteur p* : Xef — Xger est pleinement fidele.

Démonstration. (i) Soit (U EN X) € Et(X). Alors f*F(U) = F(U). D’autre part,
[*FEU) S p*F(U) = pup*F(U), car le morphisme ji, : Xg¢; — Xg est le morphisme
de restriction. On a donc F = p,u*F. Pour démontrer (ii) écrivons I’egalité obtenue
par adjonction : Hom(u*F, u*G) ~ Hom(F, p.u*G) ~ Hom(F, G). O

Corollaire 10.53. Soit X un espace analytiques. Soit F' un faisceau étale abelien sur
X. Pour ¢ > 0 on note HY(F) le faisceau associé au préfaisceau V. — HI(V,F|y)

sur Xqer o0 Fly désigne le faisceau f*F pour V ER X quasi—étale.vSOit V=(V, —
X)ier un recouwvrement quasi-étale. Alors il existe une suite spectrale HP(V, H1(F)) =
HP (X, F).

Démonstration. L’assertion découle de l'existence de la suite spectrale de Leray et
de (ii) du théoréme (i.e. HP(V,HY(F)) ~ HP(V,HY(u*F)) = HPTY( X4, u*F) ~
HP (X, F)). O

Corollaire 10.54. Soit ¢ : Y — X un morphisme compact d’espaces analytiques, soit
F un faisceau étale sur Y. Alors u*(¢.F) = ¢.(u*F). Si F un faisceau étale abelien
sur'Y, alors p*(Ri¢.F) = Ri¢.(u*F), ¢ > 0.

Démonstration. Soit f : X’ — X un morphisme quasi-étale. D’aprés le théoréme on a
w o F(X") = f*o. F(X').

Comme ¢ est compact, f*¢.F(X') = ¢L(f*F)(X'), ot ¢ est un morphisme induit
Y :=Y xx X' — X’ et f' est un morphisme Y x x X’ — Y. En effet, si f est étale,
alors f* 6, F(X') = 6. F(X') = F(Y xx X'), ¢_f* F(X') = ¢.F(X) = F(Y xx X'),
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d’ou on obtient le résultat. Dans le cas général, d’aprés I’étape 1 on peut supposer que
X' est un domaine affinoide dans I’espace analytique X’ étale sur X :

Y xx X —— Yxx X —— Y

! ! l

X’ e X' — X

Daprés [Ber2] 4.3.6 on a donc f*¢.F(X') = IimF(U xx Y) ot U parcours les
voisinages ouverts de X’ dans X’. Comme ¢ est compact, ¢’ et ¢ : YV xx X' — X’
le sont aussi, donc ¢ (f*F)(X') = (f*F)(Y xx X') = limF(U xx Y) d’aprés [Ber2]
4.3.6 encore. On a donc f*¢.F(X') = ¢L(f*F)(X’). On obtient donc pu*¢.F(X') =
FERY xx X)) 5t F(Y xx X') = ¢ F(X).

De méme comme dans la preuve du théoréme, pour démontrer le reste il suffit de
voir que si F' un faisceau abelien injectif, alors Ri¢,(u*F) = 0, ¢ > 1. Cela découle de
la preuve de (i) du théoréme. O
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11 Foncteur de cycles évanescents

11.1 Construction et propriétés basiques

Soit X € k-Fsch. Soit ¢ : 35 — 3 l'inverse du foncteur de la catégorie des schémas
formels étales sur X vers la catégorie des schémas étales sur X, de 10.7. Ce dernier est
une équivalence, donc o est bien défini.

Lemme 11.1. La composition de o avec un foncteur 3 — 3, défini un morphisme de
sites v 1 Xy qer — Xs 66, 35 — B

Démonstration. 11 s’agit de vérifier que
(i) si ¢ : 3, — X, est étale, alors v(¢) : 3, — X, est quasi-étale.

(i) Si (3s,4 foy 3s)ier est un recouvrement de 3, ie. |J; fsi(3s,:) = 3s, alors

Ui f’r],i(Bn,i) = 3”1'
On voit que (i) découle de 10.37 et (ii) découle de 10.9. O

On obtient ainsi un foncteur © & Vit 1 Xy 6 — Xy qer — X, e, qui est exacte
a gauche (car v, est exacte a gauche et p* est exacte, cf.JKa] 17.5.2). Pour un corps K
on note Ok le foncteur obtenu de la méme maniére.

Si f:Y — X un morphisme d’espaces analytiques et F' un faisceau sur X on note
F(Y) (vesp. HY(Y, F)) pour f*F(Y) (resp. HI(Y, f*F)).

Proposition 11.2. Soit F' un faisceau étale sur X,.

(i) Si3s est étale sur X5, alors ©(F)(3s) = F(3y).

(ii) Si F est un faisceau de groupes abéliens, alors R1O(F) est associé au préfaiscean
33 = Hq(ar];F)-

(#ii) Si F est un faisceau mou de groupes abéliens, alors O(F) est flasque.

(iv) Si 3 — X est un morphisme étale dans k-Fsch F est un faisceau de groupes
abéliens, alors R1O(F)|3, = RIO(F|3, ).

(v) Si F est un faisceau de groupes abéliens, alors il existe une suite spectrale E5Y =
H?(X,, R1O(F)) = HPT(X,, F).

Démonstration. (i) Par construction de v ona ©(F)(3s) = vupt*(F)(3s) = p*(F)(3,) =|par
10.48]=F'(3y,)

(if) D’aprés [SGA4] V.5.1.1 le faisceau RIO(F') = Ry, p*(F') est associé au préfais-
ceau 35 — HI(3,, qet, p*F) = HI(3,, F) par 10.48.

(iii) Par 9.18 il faut montrer que H9(V,O(F)) = 0, ¢ > 1 pour un recouvrement
étale V = (35,; — 3s)ier dans X, ¢ . Par (1) HY(V,O(F)) = H1(V,, F) ot V, est
un recouvrement quasi-étale (37,714 — 3n)- D’aprés 10.53 on a une suite spectrale
HP(V,,HY(F)) = HP*9(3,,F), ce qui implique que H?(V,,F) = HP(3,,F),
puisque 3,,; sont paracompacts par construction et donc H4(F') =0, ¢ > 1 par
10.46. Comme 3, est paracompact aussi, H?(3,,F) = 0 d’aprés 10.46 encore et
on obtient ainsi (iii).

(iv) Cela découle directement de (ii).

(v) Comme © 4t ), 1%, on a une suite spectrale EY? = HP(X,,R10(F)) =
HPTU(%, qe, p*F). Dapres 10.48(ii) HPTI(X,) qer, p*F) = HPT(X,, F), le ré-
sultat en découle.

O

Définissons maintenant le foncteur de cycles évanescents. Soit X € k-F'sch. Notons
5 def

X = x&(k*). Cest un schéma formel sur (k*), ou k* désigne la cloture séparable de
k. Notons X5 = X; ® k* sa fibre spéciale, X; = X,®k* la fibre générique. Soit F un
faisceau étale sur X, ¢. Notons F' € X5 ¢ limage inverse de F' (on a le morphisme
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Cat X, ¢t — Cat X5, ¢ qui vient d’un morphisme (U — X,)) — (URKks — X5)).

Définition 11.3. Le foncteur de cycles evanescents Wy : X, ¢t — Xs¢ est le foncteur
Fi Uy (F) = 0. (F).

Introduisons quelques notations. Soit K un corps sur k£, on suppose que la valua-
tion de K prolonge la valuation de k. On note X, et X, la fibre spéciale et la fibre
générique respectivement du schéma formel X = X&pK sur K (ona X,, =X, ® K
et X, = X,,@f() Si F' est un faisceau sur X, on note Fx I'image inverse de F sur X,

Posons G, Lef G(k*/k) le groupe de Galois de ’extension k°/k, Gy ef G(ks/k). Le

groupe G, agit (& gauche) sur X5 ¢ par transport de structure. Cette action induit ac-

tion de G,, sur F'. Plus précisément, si g € G, on pose g.F(U) def F(g.U),ou U — X;

est étale. Cette action induit Paction de G,, sur U, (F) = O, (F) compatible avec l'ac-

tion de G, sur X5 (ou 'on voit G5 comme un quotient de G,, d’aprés [Ber2] 2.4.4), i.e.

sig € Gy, et g € G, un élément correspondant, on a g.V, (F) def Op (9.F) = §. W, (F),

ot on pose §.U, (F)(U) < ¥, (F)(3.U) pour U — X; étale.

Définition 11.4. Soit G' un groupe profini qui agit sur un faisceau F' € X5 ¢ . On dit
que ’action de G est continue si pour tout L quasi-compact et étale sur X le groupe
G agit contintiment sur I’ensemble discret F'(il5), i.e. application G x F(§5) — F(83)
est continue (cf.[SGAT]).

Remarque 11.5. On appelle groupe profini un groupe topologique qui est limite pro-
jective de groupes finis (munis chacun de la topologue discréte). Par exemple, si K est
un corps, alors le groupe de Galois G(K®/K) est profini, car par construction c’est la
limite projective des groupes de Galois G(L;/K) des extensions galoisiennes finies L; /K
continues dans K*/K.

Lemme 11.6. Soit F' un faisceau étale abélien sur X,,. Alors ¥, (F) = limi} (O (Fx))

ot l'on prend la limite sur toutes sous-extensions finies de k°/k et iy désigne le mor-
phime canonique X5 — X,. En particulier, Uaction de G, sur ¥, (F') est continue.

Démonstration. Soit i, quasi-compact et étale sur X,. Alors ’espace analytique i, est
compact, donc F(un®k;s) = li_n)lF(iln@)K) par [Ber2] 5.3.4, ce qui donne le résultat car
pour tout schéma étale sur X; il existe un recouvrement étale par des schémas Uz, ou
iy est affine (et donc quasi-compact) et étale sur X,. L’action de G, sur W, (F') est
continue, car G, agit sur i} (O (Fg)) via Gal(K/k). O

On obtient ainsi que V¥, est un foncteur de la catégorie X, ¢ vers la catégorie des
G,-faisceaux étales sur X5 (i.e. la catégorie des faisceaux étales sur X5 munis d’une
action continue de G, compatible avec 'action de G sur X;). Notons Sg, (Xs) la ca-
tégorie des G-faisceaux étales de groupes abéliens sur X5. Alors ¥,, définit un foncteur
S(x,) — Sa,(Xs), ce qui donne les foncteurs dérivés RV, : S(X,) — Sg,(Xs).

Proposition 11.7. Soit F un faisceau étale de groupes abéliens sur X,,. Alors
(i) R, (F) = ImRY(Ok(Fk)) ou l'on prend la limite sur tous sous-extensions
finies de k* [k ;
(i) si F est mou alors le faisceau U, (F) est flasque ;
(iii) si ¢ © 3 — X est un morphisme étale dans k-Fsch, alors R0, (F)|5, =
Rq\l’ﬁ(F|3n)7 q Z Oa'
(iv) il existe une suite spectrale EY = HP (X5, R, (F)) = HP'9(X;, F).
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Démonstration. D’aprés [Ber2] 5.3.5. Hg(F(iln®kAs)) = li_r)an(F(il,]@)K)) pour 4l
quasi-compact et étale sur X5. On montre donc (i) par le méme procédé comme dans
le lemme ci-dessus. Si F' est mou, alors F' l'est aussi par 10.42, donc (ii) découle de
11.2(ii). On vérifie (iii) et (iv) de méme comme dans de 11.2. O

Soit X € k-F'sch. Dans la suite de ce paragraphe on suppose que le morphisme

canonique ¥ — Spf(k) se factorise en X — T — Spf(k), o T def Spf(k(S)) est la
completion formelle de la droite affine (8.55). Introduisons quelques notations.
— t € %, est le point correspondant & la norme sur k(S) (la norme est donnée par le

maximum des valuations de coefficients).

e 7(t), i.e. s est le point générique de T, = k[S].

— H(t) est le corps résiduel complété correspondant & ¢. On a alors un morphisme

canonique Spf(H(t)) — Spf(k(S)). Par [Berl] 2.4.4(ii) on a 7~ 1(s') =t et H(t) =
k(S) = k(s'), ot k(S) est le corps de fractions de k[S].

— X % %o SPE(H(E) = X Xspr(i(sy) SPE(H(E)). On a X' € H(t)-Fsch.

— X!, est la fibre spéciale de X', on voit que X/, = X, Xz, k(S) = (X,)s est la fibre
du morphisme X3 — % en point s (le morphisme Xy — T vient du morphisme
X —-9%).

— X, est la fibre générique de X', on voit que X], = X, xg, H(t) = (X;)¢ est la
fibre du morphisme X, — T, en point ¢.

— © est le foncteur %%,.ét~—> X'y get = Xy e

— W, est le foncteur de cycles evanescents F' +— GW(F)

— A : X’ — X est le morphisme canonique, il induit les morphismes A, : X, — X, et
Ayt X — Xy

— Si F est un faiceau étale sur X,), on pose F” o MEex,, 4

— Xs : X, = (X5)s — X5 est le morphisme induit par Iinclusion &% — H(t)*.

Proposition 11.8. Soit I' un faisceau étale de groupes abéliens sur X,. Soit ¢ > 0.
Alors il existe un isomorphisme canonique \:(RIO(F)) = RO/ (F').

Démonstration. De la méme maniére comme dans 10.46 on voit que si F' est un faisceau
mou, alors A} F' l'est aussi (en effet, on peut voir %;7, comme un fermé dans X, car c’est
une fibre de morphisme X, — T, donc la restriction de A} F' en |X;,| est un faisceau
mou). Par 11.2(ii) et les faisceaux O(F') et ©'(F’) sont flasques. Il en résulte qu’il suffit
de prouver l'assertion pour ¢ = 0.

Notons ensuite que ’assertion est locale par rapport & X, donc on peut le supposer
affine. Soit 3 un schéma affine étale sur X7,. Par la localité on peut supposer que 3 est
de la forme 4, ou U est un schéma formel affine étale sur X. Comme U, = (), on
a que le faisceau A5 (O(F')) est associé au préfaisceau A5 (O(F))(Uy,) = HmO(F) (8 X,
U;), ou Y, parcours les voisinages ouverts de s’ dans T,. Par construction de © on
a alors : AJ(O(F))(Uy,) = imF(U, xg, B,). Or 'on peut voir U, xg, U, comme un
domaine analytique dans i, et I'intersection de tous ces domaines est (), = ()¢, on
a AP (O(F)) (L) = F((Uy)) = Ay F(U;,) = ©'(F")(U,), d’ott on obtient le résultat.

O

11.2 Foncteur des cycles évanescents : le cas des schémas

Dans cette section on s’interesse au foncteur de cycles évanescents dans le cas de
schémas sur 'anneau local Hensélien et on établit le lien avec le foncteur construit pour
des schémas formels.

Soit S le spectre d’anneau local Hensélien : S = Speck, ou k est ’anneau d’éntiers de
corps de valuation k (ici, comme dans [SGAT], on suppose que la valuation est discréte,
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au sens de 8.6. Néanmoins on peut procéder de la méme maniére dans la situation plus
générale). Le schéma S a deux points : le point générique 1 et le point fermé s, qu’on
appelle le point spécial (si la valuation est triviale, alors s =7n) On a: s = Spec% et
1 = Speck. Si X est un S-schéma, on note &), et X, la fibre générique et la fibre spéciale
de X, i.e. les fibres de morphisme structural X — S en points 7 et s respectivement.

Par [Ber2| 2.4.3 le corps k est quasi-complet (puisque k est Hensélien), donc la va-
luation de k s’étend sur sa cloture séparable k°.

Lemme 11.9. (k®) est un anneau local Hensélien qui coincide avec la cloture intégrale
de k dans k°.

Démonstration. Le fait que (k®) est Hensélien découle de [Ber2] 2.4.3, puisque k° est
quasi-complet. Notons ensuite L la cloture intégrale de k dans k°. Soit || || la valuation
sur k%. Soit 2 € L. Soit ag, ..., an_1 € k tels que 2" + ap_12" 1 +...+a1x+ag = 0. Si
|lz|| > 1, alors on a 1 = (ap_12~ 1 + ... + apx™") € (k*), contradiction. Donc L C (k%).
Soit y € (k*). Il existe by, ...,by,_1 € k tels que y™ + by, _12™ 1 4+ ...+ by + by = 0.
D’apreés [BGR] 3.2.1/2 on a que ||b;]] < 1, d’ont y € L, donc L = (k*). O

On pose S = Spec (k*) = {5, 7}. Pour un S-schéma X on note X; et X5 la fibre géné-
rique et la fibre spéciale de S-schéma X = &’ X s S respectivement. On a les morphismes
canoniques suivants :

Xy —— X —— X
X, o x 1 X,

Soit F € X, & un faisceau étale. On note F' 'image inverse de F sur Xj ¢.

Définition 11.19. }gfoncteur de cycles évanescents W, : X, & — Xs & est défini
comme ¥, (F) = i*(j. F).

Notons que si la valuation sur k est triviale, alors U, (F) = F.
D’aprés [SGAT| XIIT 1.1.3 le foncteur ¥, est & valeur dans la catégorie des faisceaux
étales sur A5 munis d’une action continue de G,, := Gal(k®/k) compatible avec 'action

de G, := Gal(k* k) sur Xs.

Pour la suite on fixe un élément non nul ¢ € k (si la valuation est triviale on pose
a = 0). Soit k la completion de k. C’est un corps non-Archimédien et 'on vérifie que
k= (k) =limk/(a™).
. — . . .
Soit & un schéma localement de présentation finie sur k. On construit deux espaces
analytiques comme suit.
1. La completion formele X de X le long de sous-schéma (X,Ox/aOx) est par

définition un schéma formel de k-F sch, défini localement comme Sgec\A def Spf A.
Sa fibre générique est un espace analytique, que l'on note A,.

2. Notons que &), est un schéma localement de présentation finie sur k& d’aprés la

construction ci-dessus, d’oit A, ®; k est un schéma localement de présentation

finie sur k. On peut donc lassocier un espace analytique X" def (X, @k E)‘"‘n

(comme c’est fait dans 9.3).

Proposition 11.11. Si X' est séparé et de présentation finie sur k, alors il existe un

- - an I - - - <
morphisme canonique X, — X7 qui identifie X, avec un domaine analytique fermé
dans Xp".
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Démonstration. Si X = Spec A, ot A est engendré par fi,..., f, sur k alors on peut
identifier X, avec un domaine affinoide {z € A" [|fi(z)] < 1,1 < i < n} (en ef-

fet, on peut voir X comme M(k(f1,...fn)) et Xyt — comme M(E[f1, ... fn]). Dans
le cas général on prend un recouvrement fini (X;);cr de X par des sous-schémas af-

: . . def
fines comme ci-dessus. Comme X" est séparé, X;; = X; N A est aussi affine, X;; —
X; x X est une immersion fermée et si f1,... fn et g1,...9m engendrent X; et X sur K,
alors fl,. - fn, 91, .. gm engendrent X; ; sur k. On a donc que X ; , est identifié avec

X 7N Xj n, donc, par le recollement, X, est identifié avec un domaine analytique fermé
dans P S O

an

Remarque 11.12. (i) D’aprés la définition de -", il existe un morphisme cano-

nique &, — A", ol X" est un schéma de présentation finie sur k (pas forcement
séparé), qui vient d’un morphisme d’espaces annelés 2’?7, — X, ®k k.

(ii) Notons que le corps résiduel k de k est 1somorphe au corps résiduel de k. En
effet, d’aprés [M] 23.1/54, le corps résiduel de k est la completlon de k et donc est
isomorphe & k. 11 en découle qu’on a l’isomorphisme X Xs.

(iii) Un morphisme ¢ : Y — X de schémas sur S induit un morphisme (E: Yy X
Si le morphisme ¢ est étale, alors (E Pest aussi. En effet, d’aprés (ii) et 10.6 il suffit
de vérifier la platitude. Par la localité on se ramene & montrer que si A — B un
morphisme plat de k-algébres, alors A/a™ — B/a™ Vest aussi, ce qui découle de
[M] 2.3.C, i.e. par le changement de base, vu que B/a" = A/a™ ®4 B.

Proposition 11.13. Si un_morphisme ¢ : Y — X est propre, alors il induit un iso-
morphisme Yy ~ Y™ X xpn Xy

Démonstration. Notons d’abord que le morphisme )A)n — f;n X xan 2’?” est, bien défini

(car la composé 3777 — /ﬁ, — X" coincide avec la composé )A),, — Yt = X,‘;m). Notons
ensuite que ’on peut supposer que X = SpecA, A est de présentation finie sur k, car le
résultat est local en X. D’apres 8.43 Yp" x X X, est donc un domaine analytique dans
Y2, D’aprés la proposition précédente )A?y, est aussi un domaine analytique dans )?".
Donc le morphisme JA)n — y;;n X xan 2?77 est un yj;“—morphisme. Il en découle qu’il suffit
de montrer qu’il est surjectif.

Pour faire cela on peut supposer que ¢ est projectif. En effet, comme ¢ est propre,
par le lemme de Chow il existe un &X'-schéma projectif Z et un X-morphisme projectif
et surjectif Z — ). On a donc un diagramme commutatif :

Les morphismes 1 et 3 sont surjectifs d’aprés la construction. Si le morphisme 2
est surjectif, cela implique que le morphisme 4 l'est aussi. On peut donc supposer
que ¢ est projectif, d’ou il suffit de demontrer que J, — Vp" x xgn A, est un est
surjectif si ¢ est une immersion fermée et si Y est un X-espace projectif. Suppo-
sons que Y = SpecA/I, i.e. que ¢ est une immersion fermée. Soit A est engendré

par fi,...,fn sur k. Alors on voit que )A)n o~ M(E(fl,...,fm/f) et V' X xan )?n o~
M(%[fl, N e X frfo] @(fl, ces o)) = ji\n. Oun procéde de la méme maniére au
cas ou Y est un X-espace projectif et cela fini la preuve de la proposition. O

Corollaire 11.14. (i) Si un morphisme ¢ : Y — X est propre, alors le morphisme

o~

induit ¢y, )Ain — )?n Uest aussi.
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(i1) Si X est propre sur k, alors X, ~ xpn.

Remarque 11.15. Les morphismes propres d’espaces analytiques sont définis comme
suit. Si Y, X sont des bons espaces analytiques, on dit que ¢ : Y — X est propre s’il est
séparé et compact (i.e. 'image inverse d’un compact est compact). Dans le cas général
on dit que ¢ : Y — X est propre, si pour tout morphisme X’ — X de bon espace analy-
tique X’ vers X ’espace analytique Y x x X’ est bon et le morphisme Y x x X' — X’ est
propre. D’aprés [Ber2] 1.5.3 les morphismes propres d’espaces analytiques sont stables
par le changement de base.

Démonstration. Le morphlsme n — Xy est propre par [Ber2] 2.6.9, donc le mor-

phisme Vi X yan X — X est propre par le changement de base, d’otl on obtient (i).
Soit 7 = Speck. D’aprés 11.11 Z7 ~ 7", d’oti on obtient (ii). O

11.3 Théoréme de comparaison pour les cycles évanescents

On conserve les notations du paragraphe précédent.
Soit X un schéma localement de présentation finie sur k. D’aprés 11.12 (ii) on a le
morphisme des sites X,, ét — X%, Par [Ber2| 3.3.11 on a aussi le morphisme des sites

an , an A 23 M an
Xptsy — Xneeo SLF € Xy ¢, on note F*" (resp. F)) 'image inverse de F' sur X",

(resp. X, 6t
Lemme 11.16. Soit F' € X, ¢ . Il existe un morphisme canonique de faisceauz i*(j. F) —
O(F).

En particulier, il existe un morphisme canonique de faisceauz V,(F) — \I/n(ﬁ)

Démonstration. Notons que i*(j.F) est un faisceau associé au préfaisceau i (j.F'). Donc
il suffit de construire un morphisme ?(j, F) — @(ﬁ) Soit Z — Xs un morphisme étale.
Par définition i? (5. F')(2) = lim F'(),), ott l'on prend la limite sur tous Xs-morphismes
Z — Ys, ou Y est un schéma étale sur X. D’aprés 11.12 et 10.7 il existe un schéma
formel 3 étale sur X tel que 3s = Z. Le morphlsme Z— Y 1Andu1t le morphisme 3 —

sur X, ce qui donne un morphisme F(,) — F(Bn) = O(F)(Z). On obtient ainsi un
morphisme i?(j, F) — O(F). O

Théoréme 11.17. Soit F' un faisceau torsion étale de groupes abéliens sur X,. Alors
pour tout ¢ > 0 on a un isomorphisme canonique i*(R%j.F) = RIO(F).
Remarque 11.18. D’aprés 11.16 le morphisme i*(R%j, F) — R1O(F) est bien défini.

Démonstration. Pour démontrer ce théoréme on procéde par plusieurs étapes.

Etape 1. Notons qu'il suffit de montrer que i*(R9j,F)z; — RIO(F)z pour tout point
géometrique de Xs. Supposons que ’assertion est vraie si T est un point géometrique de
Xs au-dessus d’un point non-fermé z € X;.

Montrons que i*(R9j.F) — RIO(F) est alors un isomorphisme. Comme le résultat
est local par rapport & X, on peut supposer qu’il est projectif sur S. Considérons la
catégorie dérive D(X). Comme elle est triangulée, il existe un triangle exact :

A'[~1] — i*(Rj.F) — RO(F) — A’ (%)

Il s’agit de montrer que A’ est quasi-isomorphe & zéro. D’aprés I’hypothése les faisceaux
de cohomologie de A" sont concentrés en points fermés de Xs. Il suffit de montrer donc
que RT'(X;, A') = 0. (En effet, si G est un faisceau sur X concentré en points fermés
de X, alors le support Z de G est fermé, donc c¢’est un nombre fini de points fermés.

Soit X5\ Z =U N Xs. D’aprés [Mi] 11.3.13 on a une suite exacte 0 — 5j*G —
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G — i,i*G — 0. Comme j*G = 0, donc G ~ ,i*G, ou i : Z — Xs. On en déduit
que I'(X;, G) = T'(X;,i.i*G) = I'(Z,7*G) = D,, ¢z Gz,-) De méme, d’aprés le trlangle
exact (%), cette égalité est équivalente & Iégalité RT(X,,i*(Rj. F)) = RT(X,, RO(F)).

Comme X est propre sur S, on a un isomorphisme canonique RI(X;,i*(Rj.F)) —

RT(X,, F). En effet, d’aprés [Mi] VI.2.7 RD(X,,i*(Rj.F)) = RT(X, Rj.F) et RD(X, Rj.F) &

RT(X,, F) par construction. On a aussi un 1s0m0rphlsme RT(X,, RO(F)) = RL(Xp0, Fan).
En effet, X ~ Xp" par 11.14(ii). En plus, X, ~ X, d aprés 11.12(ii). Il s’agit donc de
voir que RF(??S,RG(A)) = RF(XTI, F) Cela découle de 11.2(i) vu que RT(X,, RO(F))
est les cohomologies de complexe O(F )(XS) o ')(X ), ot I*® est la résolution injec-

tive de F, et RF(XW, F) est les cohomologies de complexe F (X ) — I°(X, ). On déduit
donc le résultat final du lemme de I’étape suivant.

E'tape 2.

Lemme 11.19. Soit X un schéma compactifiable sur un corps quasi-complet k. Soit F'
un faisceau torsion de groupes abéliens. Alors pour tout ¢ > 0 on a un isomorphisme
canonique HY(X, F) = H3(X Fan),

Remarque 11.20. On dit qu'un schéma X sur un corps k est compactifiable s’il existe
une immersion ouverte X — X avec X un schéma propre sur k. En particulier, si X est
propre, alors X est compactifiable. Par le théoréme de Nagata, tout schéma séparé et
de type fini sur k est compactifiable.

Démonstration. Sik est complet, alors 'assertion du lemme est le théoreme 7.1.1, [Ber2].
Il suffit donc de montrer que HY(X, F) = HY (X®kk F). Si k est séparablement fermé, k
I’est aussi et le résultat découle du fait que les groupes de cohomologie & support compact
de schémas sont préservés par Uextensions séparablement fermées du corps de base (cf.
[Mi] VI.2.6). Dans le cas général G ~ Gy par [Ber2| 2.4.2, ou Gy e Gal(k®/k) et de
méme pour G7. Ainsi on termine la preuve du lemme en appliquant la suite spéctrale
de Hochschild-Serre ([Mi] I11.2.20) H? (G, H1(X @ k*, F')) = HPT4(X,F).

O

Etape 3. Pour conclure il suffit de montrer que le morphisme i*(R9j, F) — Rq@(ﬁ)
induit un isomorphisme en points géometriques de X, au-dessus d’un point non-fermé
x € X;. Notons que ’assertion est locale par rapport & X, on peut donc supposer que

X est de présentation finie sur k. La dimension d ' dim X, est donc finie (ot I'on voit
la fibre &, comme un schéma sur un corps k(n) = k). On procéde par récurrence sur
d. Si d=0, alors le résultat découle de premiére étape. En effet, tout algébre finie sur
un anneau local Hensélien est un produit d’anneaux locaux, on peut donc supposer que
X est un corps, extension finie séparable de k, donc ’étape 1 s’applique. Supposons
que d > 1 et que 'assersion est vraie pour tout schéma sur le spectre d’anneau local
Hensélien tel que la dimension de sa fibre générique est plus petite que d.

Etape 4. On rappelle qu'on a noté S le spectre d’anneau local Hensélien : S = Speck,
ou k est ’anneau d’éntiers du corps de valuation k.
Lemme 11.21. Soit X un sous-schéma fermé de A . Soit x € Xs un point qui n’est
pas fermé. Posons T = A%. Alors il existe une projection X — T telle que l'image de
x dans T, par le morphisme induit Xs — T, est le point générique s’ de 7.

Démonstration. On a X = Speck[zy,...,2,]/I et Xs = Spec E[a:l, .y Zm] /1. Un point
non-fermé z € X, correspond A un idéal premier non-maximal p de E[x17 ceoy T tel
que p D I. Comme k[xl, ..., Tm]/p nest pas un corps, il existe un élément non nul non-
inversible y € k[z,... :Um]/p Le morphisme ¢ : k[t] — klz1,...,2m]/p, P — P(y)
est alors injectif. En effet, si a,y" + ... + a1y + ap = 0, alors y(—Z—gy’"‘l - .=
Z—;y) = 1, i.e. y est inversible et on obtient une contradiction. Soit z un élément de
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klz1,...,2m]/I relevant y. Alors le morphisme X — 7 correspondant au morphisme
k[t] — k[z1,...,2m]/I, P — P(z) convient. O

Etape 5.
Lemme 11.22. Le morphisme i*(RYj. F) — Rq@(ﬁ) induit un isomorphisme en points
géometriques de X5 au-dessus d’un point non-fermé x € Xj.

Démonstration. Comme le résultat est local par rapport & X', on peut supposer que X
est un sous-schéma fermé de A7'. On conserve les notations : 7 = A}, s’ est le point
générique de 7, on note aussi s’ le point de 7 correspondant. D’aprés I'étape précédente
il suffit de montrer que l'application i*(R%j,F) — RIO(F) induit un isomorphisme
entre les images inverses des faisceaux sur (Xs)s . La construction suivante nous sert
pour diminuer la dimension de &;,.

Considérons O% + la Hensélisation d’anneau local O7 ¢ . Soit 1’ le point générique

de &' %! Spec (9% <, Soit s’ son point spécial ((’)él— + un anneau local et d’aprés [Mi] 1.4
son corps résiduel est isomorphe au corps résiduel de Or o, donc le point spécial de &’
est s).

Posons X' = X x7 &'. Notons que la fibre (X’)s du morphisme X’ — S’ en point
s' est isomorphe au (Xs)s (cela découle du fait que les corps résiduels de O% _, et
O7, & sont isomorphes). Le morphisme canonique A : X' — X induit les morphismes
As 0 (X)g 5 (X)) — Xs et Ay - Xf], — AX,. Si on écrit X = Speck[zy,...,xp]/]
(avec les notations de I'étape précédente), on obtient : X, = Specklz1,...,zn]/I et
Ay, = Spec (k[z1, ..., 2] /1 Xk £(S)). On obtient donc que la dimension de X;, sur
k(S") est plus petite que la dimension de &, sur k.

Notons i’ et j" les morphismes Xy, — X’ et A}, — X’ respectivement :

Y -/

X/ﬂ/ J X’ ¢ Xls’

T

X, - x X

~

On a alors : \;(i*(R1j.F)) — i"*(Rj.(\)F')), de méme comme dans 11.8. D’aprés
la recurrence i"*(R9j.(\:F)) = Rq@’()\/;‘]?), donc \:(i*(R1j,.F)) = Rq@’(f;ﬁ?).

Ensuite procédons de la méme maniére au cas de schémas formels. Considérons le
schéma formel 7,. Soit ¢ son point maximal (i.e. correspondant & la norme sur 7p).
Rappellons (9.37) qu’on a noté H(t) le corps résiduel complété du point t. Comme
7, = Spec kly|, H(t) est le complété de corps de fractions de E(y). On obtient ainsi un
morphisme Or ¢ — H(t), qui induit un isomorphisme de la complétion de Or s et
H(t). Comme (9% - st un sous-anneau de la complétion de O, o/, on obtient ainsi un

morphisme O% o — H(t), donc S = Spf(H(t)).

Notons que il découle de [BGR] 2.1.7/4 que X7 = X x 7 &. Soit, alors A : X - X
un morphisme induit par A. Comme S = Spf(H(t)), on est dans la situation de
11.8. 1l existe donc un isomorphisme canonique Xl‘ (R1O(F)) & Rq@’(X;ﬁ). Comme
/):f]ﬁ = /\/,’;77 et Ay = As (d’aprés 11.12), on a donc /\;‘(Rq@(ﬁ)) = Rq@’(/\/,*;?). D’apres
ce qui précéde on a done A*(i*(R%j, F)) = \*(R1O(F)), i.e. application i* (R9j, F) —
R?O(F) induit un isomorphisme d’images inverses de faisceaux sur (X,)s ce qui finit
la preuve du lemme et du théoréme. O

O

Corollaire 11.23. Soit F' un faisceau torsion étale de groupes abéliens sur &,,. Alors
pour tout ¢ > 0 on a un isomorphisme canonique RI¥, (F) = R, (F). O
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Quatriéme partie
Les représentations du groupe
symétrique

12 Représentations linéaires des groupes finis

12.1 Définitions et exemples

Afin de mieux comprendre les propriétés d’un groupe, on peut tenter d’identifier un
quotient de ce groupe avec un groupe de matrices. Cela conduit a la notion suivante :

Définition 12.1. On appelle représentation linéaire d’un groupe G la donnée d’un
espace vectoriel V et d’'un morphisme de groupes :

p:G— GL(V).

L’espace vectoriel V est 1’espace de la représentation et la dimension de V' son degré.
Dans toute la suite, nous n’étudierons que des représentations de groupes finis, a valeurs
dans des C-espaces vectoriels de dimension finie. On peut alors raisonner en termes de
matrices puisque I'image de G par p est un sous-groupe de GL,,(C), ou n est la dimen-
sion de V.

Définition 12.2. On dit que deux représentations linéaires d’un méme groupe G, p; :
G — GL(V;),i = 1,2, sont équivalentes s’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels,
Vi — Va, tel que :

Vg € G, p2(g)o f = fopilg)

En termes de matrices, cela signifie que les matrices associées a la premiére repré-
sentation sont semblables & leurs homologues dans la seconde, via la méme matrice de
passage.

Exemple 12.3. 1. Tous les groupes possédent la représentation triviale (ou repré-
sentation identité), qui envoie tout élément de G sur Idc.

2. Si G opére & gauche sur A, on dispose d’une représentation de G dans ’espace
vectoriel des combinaisons linéaires formelles d’éléments de A définie par :

p(g)a)=g.a, g€ G, a€ A.

C’est la représentation de permutation associée a A.
(On peut prendre par exemple G = S, et A = {1,...,n}, ce qui permet d’identifier
Sy, au sous-groupe de GL,(C) constitué des matrices de permutation.)

3. Un cas particulier important de 'exemple précédent est celui de la représentation
réguliére (& gauche) de G, qu’on obtient en faisant agir G sur lui-méme par trans-
lation & gauche.

Définition 12.4. Soit V un espace vectoriel et G un groupe. V est un G-module s’il
existe un morphisme de groupes p: G — GL(V).
Cela équivaut a la donnée d’une multiplication externe G x V — V telle que :

1. gveV
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2. glev +dw) = c(gv) + d(gw)
3. (gh)v = g(hv)
4. lgv=v

Pour tous g,h € G; v, we V¢, deC.
Une représentation de G correspond donc & un G-module.

Définition 12.5. Soit p : G — GL(V) une représentation linéaire de G, et W un
sous-espace vectoriel de V. On dit que W est stable par G si W est stable par tous les
p(9) , g € G. La restriction de p & W est alors une représentation de G dans W. Cela
correspond & dire que W est un sous-G-module de V.

Théoréme 12.6. Soit p: G — GL(V) une représentation de G, et W un sous-espace
stable par G. Alors, il existe un supplémentaire Wy de W stable par G.

Démonstration. Soit Wi un supplémentaire quelconque de W dans V| et p le projecteur
de V sur W correspondant. Posons :

1
po = m Zp(t)pp(t)_1 , | G| étant ordre de G.

teG

Alors, pg est un projecteur de V sur W qui commute & tous les éléments de G, donc
son noyau, Wy est stable par G. O

Définition 12.7. Une représentation p : G — GL(V) (resp. un G-module) est dit(e)
irréductible (ou simple) si V n’est pas réduit & zéro, et si aucun sous-espace vectoriel non
nul de V n’est stable par G (resp. si V' n’admet aucun sous-module autre que lui-méme
et {0}).

On vérifie aisément qu’une représentation est irréductible si et seulement si le module
associé 'est.

Théoréme 12.8. Toute représentation est somme directe de représentations simples.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur dim(V). Si dim(V') = 0, le résultat est
clair. Supposons dim(V) > 1. Si V est irréductible, il n’y a rien & démontrer. Sinon, on
peut décomposer V en Ve V”, avec V' et V' de dimensions strictement inférieures &
dim(V), ce qui permet de passer & la récurrence. O

Théoréme 12.9. Lemme de Schur
Soient V et W deux modules irréductibles de G , et f : V. — W un morphisme de
G-modules. Alors, f =0 ou f est un isomorphisme de G-modules.

Démonstration. Comme Ker f est un sous-module de V', qui est irréductible ce ne peut
étre que {0} ou V. De méme, grace a U'irréductibilité de W, Im f = {0} ou Im f =W,
ce qui prouve ce qu’on veut. 0

Corollaire 12.10. Si p; et pa sont deux représentations irréductibles non équivalentes,
et si f: V1 — Vo est linéaire et vérifie Vg € G, f.p1(g) = p2(9g).f, alors, f = 0.

Démonstration. Il suffit de traduire le lemme de Schur en termes de représentations. [
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Corollaire 12.11. Soit p : G — GL(V) une représentation irréductible de G (V étant
un C-espace vectoriel de dimension finie). Un endomorphisme f (d’espace vectoriel) de
V qui commute & tous les p(g), g € G est une homothétie.

Démonstration. Comme C est algébriquement clos, f admet une valeur propre A. Mais
alors f — Aidy commute aussi & tous les p(g), g € G donc c’est un morphisme de G-
modules. Or f — Aidy n’est pas injectif, d’aprés le lemme de Schur, il est nul : f = A\idy
est une homothétie. O

12.2 Théorie des caractéres

Définition 12.12. Soit p : G — GL(V) une représentation de G. Pour tout s € G,
posons :

Xp(s) = Tr (p(s))

On obtient ainsi une fonction x, sur G, a valeurs complexes, appelée caractére de la
représentation p.
On démontre alors aisément les propriétés suivantes :

Proposition 12.13. Si x est le caractére d’une représentation p de degré n, on a :
1. x()=n
2. x(s71) = x(8)* (conjugué complexe de x(s)), pour tout s € G
3. x(tst™1) = x(s), pour tous s, t € G

4. Sip1 et po sont deux représentations irréductibles équivalentes, alors, Xp, = Xp,-

Définition 12.14. Soient x et ¢ deux fonctions de G dans C. On définit le produit
scalaire de x et ¢ par :

1 L1 .
() = mteZGX(tW(t) = thZGX(tW(t )

Théoréme 12.15. Soient x et v deux caractéres irréductibles de G, alors :

(X, ¥) = 0y 0 (symbole de Kronecker)

Démonstration. Soient A = (a;;) et B = (b;;) les matrices des représentations associées
a x et a9, de degrés d et f respectivement (les a;; et les b;; sont des fonctions de G
dans C). Soit X = (z;;) une matrice d x f quelconque. Posons :

1
Y= > AMXB(tT)
Gz
Alors, pour tout s € G,

A(s)YB(s™') = ﬁ > A(st)XB((st) ) =Y
teG

Donc, pour tout s € G, A(s)Y =Y B(s).
En appliquant alors les corollaires 9 et 10, on obtient :

v — Al;  siles représentations sont équivalentes
10 sinon
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1" cas : y # ¢ Les représentations ne sont pas équivalentes, donc, pour toute matrice

X,
Vi, > Y ai(t)zwby(tT) =0
kl teqG
Pour que ce polynéme en les xy; soit nul, il faut que tous ses coefficients soient
nuls, donc :
Vi7j7k7l7 Zaik(t)blj(t_l) =
tea
Par suite,

2¢ cas : x = ¢ (x,¥) = (X, x) ne dépend que de x, donc que de A. Par suite, on peut
supposer A = B, et les représentations sont alors équivalentes :

G |ZA )XAE D =My (%)
teG

D’ou, en prenant la trace, cd = TrX.
L’égalité des cofficients matriciels dans (x) donne alors :

‘ § § azk 'Tk,la’lL § L i

k,l teG

Vi, j,

Comme ’égalité vaut pour tout choix de X,

1
Vi, §. k1, =26
B, ‘G|Zazk ai(t g0k
teG
On en déduit :
) =y 5 S (a0 = 1
i,j teG
et le théoréme est prouvé. O

On en déduit facilement le corollaire suivant :

Corollaire 12.16. Soit V une représentation de G de caractére x. Supposons :
Ve VO amV@ a...omv®

ot les VO sont irréductibles et deuz o deux non équivalentes, de caractéres x(). Alors,

1. x = maxW + - 4+ myx®

2. Vi, (x,x¥)) = m;j.

8 G xX)=mi+---+mi.

4.V est irréductible si et seulement si (x,x) = 1.

5. Si W est une autre représentation de G de caractére v, X =Y si et seulement si
X = .

Corollaire 12.17. Soit W un G-module et V' un G-module irréductible. Le nombre de
copies de V dans une décomposition en sous-modules irréductibles de W ne dépend pas
de la décomposition et il est égal 6 dim Homg(V,W) (morphismes de G-modules de V
vers W ).
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Démonstration. Que ce nombre soit indépendant de la décomposition est une consé-
quence immeédiate de la proposition précédente. Ensuite, soit W =W, Wy @ --- O W,
une décomposition de W en sous -modules irréductibles. Notons p; la projection de
W sur W; pour cette décomposition. Pour tout ¢, p; est un morphisme de modules, et
> pi = idw . Soit alors f € Homg(V,W), on a :

f=Ffepi+-+fop
Et pour chaque i, f o p; est un morphisme de modules de V vers W;. On en déduit
que Homg(V,W) = @._, Homg(V,W;). Or, Homg(V,W;) = {0} si V ¥ W; (lemme

de Schur) et Homg(V,W;) est une droite vectorielle si V' = W; (d’aprés le corollaire
10). O

12.3 Représentation réguliére et nombre de représentations ir-

réductibles
Dans ce paragraphe, on désigne par xi, ..., x» les différents caractéres associés
aux représentations irréductibles Wy, ..., W de G; on note n; le degré de W, i.e.
n; = xi(1).

Proposition 12.18. Chaque représentation irréductible W; de G est contenue dans la
représentation régquliére un nombre de fois égal & son degré n;.

Démonstration. Il suffit de remarquer que le caractére rg de la représentation réguliére
est donné par r¢(1) =| G | et rg(s) =0 si s #1.
Ensuite, le nombre d’apparitions de W; dans V est :

1
(ra, xi) = |G| § rG(s Xz ﬁ|G|X1(1):nz O
seG

Corollaire 12.19. Les n; vérifient :
h
> oni=lGl.
i=1

Définition 12.20. Une fonction f : G — C est dite centrale si elle est constante sur
les classes de conjugaison de G (i.e. si Vs, t € G, f(tst™) = f(t)).

Proposition 12.21. Soit f une fonction centrale sur G, et soit p : G — GL(V) une
représentation linéaire de G. Soit py Uapplication linéaire de V' dans lui-méme définie

par :
pr =y f(t)(t)

teG

Si V est irréductible de degré n et de caractére X, py est une homothétie de rapport :

= L5 po = .

teG

60



Démonstration. Pour s € G, calculons :

p(ospls™) = S F(t)p(sts) (12.1)

teG

= Y flsus™)p(w) (12.2)
ueG

= Y flwp(w) = py (12.3)
ueG

On a donc prp(s) = p(s)ps. D’aprés le corollaire 10, py est une homothétie de
rapport :

1 1 G, -
A== 3 FOTp(t) = — S FEXE) = S (fx). O
teG teG
On introduit maintenant 1’espace vectoriel H des fonctions centrales sur G ; les ca-
ractéres xi,..., Xn appartiennent a H.

Théoréme 12.22. Les caractéres X1,.- .., Xn forment une base orthonormale de H.

Démonstration. On sait déja que les x; forment un systéme orthonormal dans H. Pour
prouver qu’ils forment une base de H, il suffit de montrer que tout élément de H
orthogonal aux x; est nul. Soit donc f un tel élément. Pour toute représentation p
de G, la fonction py définie & la proposition précédente est nulle. Appliquant cela & la
représentation réguliére, on obtient en particulier :

pr(1) =3 f(H)t =0

teG

Donc f(t) = 0 pour tout t € G, ce qui achéve la démonstration. O

Théoréme 12.23. Le nombre de représentations irréductibles de G (4 isomorphisme
pres) est égal au nombre de classes de conjugaison de G.

Démonstration. Les fonctions indicatrices des classes de conjugaisons de G forment une
base de H, donc il y en a h, ce qu’il fallait démontrer. O

12.4 Représentations restreintes et induites

Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Dans ce paragraphe on va étudier commment
obtenir des représentations de G & partir de celles de H et vice versa.

Définition 12.24. Soit H un sous-groupe d’un groupe G, soit X une représentation
de G. La restriction de X & H, notée X |, est donnée par

X15 (h) = X(h)
pour chaque h € H.

On voit facilement que X | est effectivement une représentation de H.
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Définition 12.25. Soit H un sous-groupe d’un groupe G, soit Y une représentation de
H. Fixons une transversale t1,...¢; de classes & gauche de H, i.e.

G =t1HW...lJt;H — union disjointe. La représentation de G induite par Y, notée
YT%, est donnée par

Y(t;gh) Y(tigtg) Y(tigtl)
Y1%= (Y (t;'gty) = Y(t2. o) Y(tQ. ) o Y(t2. 9"
Y(tl_.lgtl) Y(tl_.lgtg) Y(tflgtl)
ot Y(g) est égal & zéro si g ¢ H. On dit aussi que la transversale {¢,...,t} donne la

représentation induite Y714

Cette définition vient naturellement de 1’idée consistant a prolonger la représentation
de H par zéro en dehors de H (ce qui est impossible, car les matrices X (g), g € G doivent
étre inversibles). On montre facilement que Y 1§ est effectivement une représentation
de G, en notant que chaque ligne et chaque colonne de matrices de YT% (g) contient
exactement un bloc non nul Y (t; 'gt;) (car pour chaque i = 1,..,l il y a exactement
un élément de H dans la liste tflgti, t;lgti . .tflgti et de méme pour les lignes).

Si x est le caractére de la représentation X, on note xl% (h) le caractére de Xig et
XT% (h) le caractére de X1%.

Le cas particulier des représentations induites qui va nous servir est 1T§.

Rappelons que si {t1,...,¢;} est une transversale de H, alors le module C[t1 H, ... ¢, H]
est isomorphe a la représentation de permutation associée & H. Les matrices (z;;) de
cette représentation sont données par

2ij(9) = { 0, sinon.

Proposition 12.26. Soit Y la représentation unité de H (i.e. Y(h) = 1 pour chaque
h € H). Alors les matrices de 1Tg sont identiques & celles de la représentation de per-
mutation associée a H.

Démonstration. Soient (y;;) et (2;;) les matrices pour ces représentations respective-
ment. Les éléments de ces matrices sont les zéros et les unités par les définitions de 11%
et de la représentation de permutation. De plus, y;;j(g) =1 & t;lgtj € H&gtiH =
tiH < Zij = 1.

Donnons quelques propriétés importantes de YT%.

Proposition 12.27. Soit H un sous-groupe d’un groupe G, soit Y une représentation
de H.

1. Y1% ne dépend pas de la transversale, c’est-a-dire que si {t1,...,t;} et {s1,..., s}
sont les transversales donnant les représentations induites X = Y115 et Z = Y214
respectivement, alors X et Z sont isomorphes.

2. (Réciprocité de Frobenius)
Soient ¥ et x les caractéres de H et G respectivement. Alors,

(W%, x) = (¥ x1F) (12.4)

Démonstration. 1. Il suffit de montrer que les caractéres des représentations X et Z
sont égaux. Soit x le caractére de X, v le caractére de Y, et ¢ le caractére de Z.
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Alors x(g) = ZTrY(t_lgt-) Zw(t_lgt ), ou la somme est prise sur les i tels

que t; 'gt; € H De méme, ¢(g) = Zw( Lgsi).

Comme {t1,...,t} et {s1,...,8} sont des transversales, on peut supposer, que
t;H=s;H,i=1,..,1 et alors t; et s; sont dans la méme classe & gauche de H et

done ¥(t; 'gt;) = (s; ' gsi), dou x(g) = ¢(g).

2. Soit, {t1,...,t} une transversale. Notons que si h € H, alors w(ti_lgti) = z/;(hflti_lgtih).

Par suite,

W15 (9 |H|Z§jw ht; gtih) = |H|ZM g).

i heH zeG
D’ou
W1 (1), x) el ZWH() (97"
= |GHH\ Z Zw(m tgx)x(g™1)
= |GHH\ Z E Y(y)x
)

- mz 5 b

(ry~tz~1) [en posanty = x~1gx]

I
E
\g
E
\./
@
L

)
B w< (y N =(@,xlg). O

13 Représentations du groupe symétrique

13.1 Tableaux d’Young

Dans cette section il s’agit de construire toutes les représentations irréductibles (a
isomorphisme prés) du groupe symétrique. De fagon générale le nombre de représen-
tations irréductibles d’un certain groupe (& isomorphisme prés) est égal au nombre de
classes de conjugaison de ce groupe. Dans le cas du groupe symétrique S,, c’est le nombre
de partitions de n. On écrit A 4 n pour la partition A = (A1,...,\), n = |A| = > A\,

K2
A1 > Ao > -+ > ). Une méthode pour visualiser une partition est la notion de dia-
gramme de Ferrer.

Définition 13.1. Soit A = (A1,..., ;) dn. Le diagramme de Ferrer t de forme A est
un tableau avec [ lignes, tel que la ¢ ligne contienne \; cases, i =1,..,1.
Par exemple, pour A = (5,4,4,2,1) on a le diagramme suivant

Soit A = (A1,...,A;) 1 n, cette partition correspond & un certain sous-groupe de S,,, en
loccurrence &

Sy = 8{1727---7 A} X S{A1+17>\1+27---7 A4z} X X S{n—kl+1,n—>\l+2,..., n}-

On Pappelle le sous-groupe de Young correspondant & A 4 n.
L’idée qui vient naturellement pour construire les représentations irréductibles de S,, est
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de considérer d’abord la représentation induite 1T§z. D’aprés le paragraphe précédent,
le module de cette représentation est

(C[ﬂ'ls,\, ...,7Tk8)\] déf V>\7

ou 71, ..., T, est une transversale de Sy.
Maintenant, pour obtenir 'action de S, sur les tableaux ou sur les diagrammes de Fer-
rer, introduisons les notions suivantes.

Définition 13.2. Soit A 4 n. Remplacons les cases d’un diagramme de Ferrer de forme
A par les nombres 1, 2, ..., n bijectivement. Le tableau ainsi obtenu est un tableau d’Young
de forme .

Si A = (3,1) alors des exemples de tableaux d’Young de forme A sont

4 1 2 1 2 3 3 4 1

Définition 13.3. On dit que deux tableaux t; et t2 de méme forme A sont équivalents
et on note t; ~ to si chaque ligne de t; contient les mémes éléments que la ligne corres-
pondante de to. On appelle tabloide une classe d’équivalence pour cette relation et on
note {t} le tabloide associé & t.

SiA=(2,1),t= ; 2,alors

1 2 3 2 1 2
CEIE R
Si t est un tableau d’Young de forme A = (A1,...,\;) - n, alors le nombre de

tableaux dans la classe {t} est égal & Ay!---\;! 4ef \I. Ainsi le nombre de A-tabloides
est ’)\i:
Maintenant on peut considérer I’action du groupe symétrique sur ’ensemble de tabloides
de forme A, en posant

m{t} = {nt}, 7 € S,.

Cette action est bien définie, i.e. ne dépend pas du choix du représentant de {¢}. Tl
en découle la notion de S,,-module suivant.

Définition 13.4. Soit A 4 n. Soient {t1},...{tx} tous les A-tabloides. Alors,
M EC[{t1}, s {t1)]
est un module de permutalion correspondant a A.

Dans la suite on aura besoin d’encore une définition.

Définition 13.5. Soit M un G-module. 1l est dit cyclique s’il existe v € M tel que
Gv = {gv, g € G} engendre linéairement M. On dit aussi que M est engendré par v.

Donnons quelques propriétés de M?.

Proposition 13.6. 1. M> est cyclique, engendré par un \-tabloide quelconque. De
plus
dim M = 2.

2. VX et M> sont isomorphes comme Sy-modules.
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Démonstration. 1. 11 suffit de noter que S,, agit transitivement sur ’ensemble des
A-tabloides.

2. Puisque M* est cyclique, il est engendré comme S,-module par un tabloide {t}
quelconque. Si 7y, ..., T, est une transversale de Sy, alors application
0: VN — M*: m;8\ — {m;t} est un isomorphisme de S,-modules. O

13.2 Modules de Specht
Soit A 4 n et soit ¢ un tableau d’Young de forme A. On s’intéresse aux éléments de

S, qui stabilisent ¢ d’une certaine maniére.

Définition 13.7. Soient Ry, ...R; les lignes d’un tableau ¢, soient C1, ..., C ses colonnes.
Alors
R, = Sg, X -+ x Sp,

est le stabilisateur des lignes de t et
Ci =8¢, X+ x 8¢,
est le stabilisateur des colonnes de t.

Ce sont des sous-groupes de S,,. En général, si H C S, et si S, agit sur un espace
vectoriel X, alors une des méthodes pour étudier ’action de H sur X est de considérer

les sommes HT = Y met H- = > sgn(m)m. Si H = {7}, on écrit simplement 7~ au
neH meH
lieu de H~. Dans le cas des A-tabloides, considérons

e o = Z sgn(m)m.

el

Notons que si Cy = S¢y X -+ X S¢,,, alors ky = ke, -+ - ko, -

Définition 13.8. Soit ¢ un tableau, alors le polytabloide associé est

et:k’t{t}.
. 4 1 2
Par exemple, si t = 3 5 ,alors ky = (e — (3,4))(e — (1,5)) et
o_ 4 12 3132 43532 335 2
T3 5 I 3 1 4 1

Définition 13.9. Soit A 4 n. Le Module de Specht S* est le sous-module de M?*, en-
gendré par tous les polytabloides e, ou t est de forme .

Proposition 13.10. Soit t un tableau, m € S,,. Alors,
1. Ry =R 1,

Crt = 7Cem 1,

krt = mhym ™1,

€rt = €y,

G o

S est cyclique, engendré par un \-polytabloide quelcongue.
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Démonstration. Les assertions (1), (2) et (3) se démontrent de la méme maniére. Dé-
montrons (1) :

c€ERyeo{ntl={nty erlor{tl={t} o lon € Ry & o € TR L.
Pour (4) on a e, = kpi{nt} = nkyn~H{rt} = nk,{t} = me;, d’oit on déduit (5). O

On a maintenant introduit tous les objets nécessaires pour énoncer le théoréme sui-
vant.

Théoréme 13.11. Les S, X\ 4 n énumeérent toutes les représentations irréductibles de
S,, sur C. Plus précisément, les S, A 4 n sont des S,-modules irréductibles deuz ¢ deus
non isomorphes et tout S,-module irréductible est isomorphe a 'un d’entre euxz.

Pour le démontrer on a besoin de développer la machinerie appropriée. D’abord on
aura besoin de l'unique produit scalaire sur M? tel que

{t}: {s}) =039y

Ce produit scalaire existe car M™ = C[{t1},..., {tr}], ou {t1},..., {tr} est une liste de
tous les A-tabloides, donc pour définir le produit scalaire sur M™ il suffit de le définir

pour les A-tabloides {t} et {s}. Notons que ce produit scalaire est S,-invariant, car pour
m €S8, ona:{t} ={s} < {nt} = {ns}.

Lemme 13.12. Lemme du signe
Soit H un sous-groupe de S,.
1. Simt € H, alors
7H™ =H 7= (sgnm)H",
downm " H- =H™.
2. Siu,v€ M, alors
(H u,v) = (u, H v)
3. Sila transposition (b, ¢) appartient ¢ H, alors on peut factoriser H— par (e—(b, ¢)),
c¢’est-a-dire écrire H- = k(e — (b,¢)), ou k € C[S,].
4. Sit est un tableau, si b et ¢ sont dans la méme ligne de t et si (b,c) € H, alors
H—{t} =0.

Démonstration. 1. tH- = Y sgu(o)mo = > sgn(m)sgn(ro)ro = > sgn(m)sgn(r)r =
o€H o€eH T=no€H
= (sgnm)H~ et de méme pour H 7.

2. Comme (7u, 7v) = (u,v) V1 € Sp,ona (H-u,v) = (> sgn(m)mu,v) = (u, Y sgn(m)r lv) =
meH TeH

(u, S sen(r=H)r~tv) = (u, Y sgn(m)mv) = = (u, H v).
TeEH TeH

3. Soit K le sous-groupe {e,(b,c)} de H. On écrit H = |4, k; K, ou {k;} est une
transversale de K. Alors on peut factoriser H~ = ). k; (e — (b, c)).
4. On a (b,c){t} = {t}, donc H={t} = k(e — (b,e)){t} = k({t} — {t}) =0. O

Une deuxiéme chose qui va nous servir est la notion d’ordre sur 'ensemble des par-
titions de n.

Définition 13.13. Soit A = (A,...,N) dn, u = (p1,-.., tm) 1 n. On dit que A
domine p et on écrit A > p, si
>\1+"'+/\12H1+"'+Mi

pour chaque ¢ > 1. Si ¢ > on prend A\; =0 et si ¢ > m on prend p; = 0.
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Lemme 13.14. Lemme de domination
Soient t* et s* tableaux des formes \ et p respectivement. Si pour chaque i les éléments
de la i-ieme ligne de s* sont dans les colonnes différentes de t*, alors \> p.

Démonstration. On peut permuter les éléments de chaque colonne de t* de telle maniére

que les éléments des lignes 1,2,...,4 de s* soient dans les lignes 1,2,...,i de t*, d’ou
AD o, car Ay + -+ A et pg + -+ + p; sont les nombres d’éléments dans les lignes
1,2,...,i de t* et s* respectivement. O

Notons que si A > p, alors A > p, ot ">" signifie 'ordre lexicographique.
Démontrons maintenant quelques corollaires du lemme du signe.

Corollaire 13.15. Soit A\, - n. Soient t = t* et s = s* un A-tableau et un p-tableau
respectivement. Si ki{s} # 0, alors A> u. Si A = p, alors ki{s} = tes.

Démonstration. Sib et c sont deux éléments dans la méme ligne de s, alors ils sont dans
des colonnes différentes de #*. Sinon par le lemme du signe on aurait k¢ = k(e — (b, c)
et k:{s} = 0. Donc, d’aprés le lemme de domination, A &> p.

Si A = p, alors {s} = {mt} pour un certain 7 € S, et alors k{s} = km{t} =

= +e;. (La derniére égalité est claire si 7 est une transposition, donc pour tout = €
Sn.) O

Corollaire 13.16. Siu € M* ett est un p-tableau, alors kyu est un multiple de e;.

Démonstration. On a u = Y, c;{s;} ou s; sont des p-tableaux. Par ce qui précéde,
ku=>)", £ce O

Démontrons maintenant le résultat suivant, qui est plus fort que le théoréme 13.11
et qui reste vrai lorsque le corps de base n’est plus C.

Théoréme 13.17. Théoréme du sous-module
Soit U un sous-module de M". Alors soit U D S, soit U C (S*)*L.

Démonstration. Soit u € U, soit t un p-tableau. Par ce qui précéde kyu = fe, o f est
un scalaire. Donc §'il existe u € U et un u-tableau t tels que f # 0 (f dépend de u et de
t), alors S* C U, car kyu € U, e, € U et S* est cyclique.

Sinon, en appliquant le lemme du signe, on aurait pour chaque v € U et pour chaque
p-tableau t (u,e;) = (u,e;) = (kyu, {t}) = (0,{t}) =0, d’oa U C (S*)*+. O

Pour la suite on se place dans C.

Proposition 13.18. Soit § € Hom (S*, M*) non nul. Alors \> p et si A\ = p, alors 0
est une multiplication par un scalaire.

Démonstration. Comme 6 # 0, il existe un vecteur e; tel que 6(e;) # 0. On peut
prolonger # & un élément de Hom (M*, M*) en posant 6((S*)*) = 0, (M* = S* @ (SHM)+
sur C). Alors on a 0 # 0(e;) = 0(ki{t}) = = k:0({t}) = k(O ci{si}), ot s; sont des
p-tableaux. Alors, par le corollaire 13.15 du lemme du signe, A\t . Si A = p, 6(e;) = ce;
oll ¢ est une constante. Donc 6 est une multiplication par ¢ sur S*, car S* est cyclique

et
Q(eﬂt) = G(Wet) = 7r0(et) = ’/T(Cet) = C€r¢t. O
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Maintenant on est prét a démontrer le théoréme 13.11.

Démonstration du théoréme 13.11. Par le théoréme du sous-module, les S*
sont irréductibles, car S N (S*)1 = 0 sur C. Comme leur nombre est égal au nombre
de représentations irréductibles de S,, (& isomorphisme prés), il suffit pour conclure de
démontrer que S* % S* si A # . Supposons donc S* = S#. Comme S* C M*, il existe
un homomorphisme 6 # 0, # € Hom (S*, M*). Par la propoosition précédente A > p.
De méme > A, donc A = p. O

Corollaire 13.19.

Mt = @ mx,SY, o les my,, sont des nombres entiers.
Abp

13.3 Tableaux standards et base de S*

En général, les polytabloides qui engendrent S™ ne sont pas linéairement indépen-
dants. On cherche donc ici a déterminer une sous-famille de polytabloides qui forment
une base de S*.

Définition 13.20. Un tableau ¢t est dit standard si ses lignes et ses colonnes sont crois-
santes. Dans ce cas, on dit aussi que les tabloide et polytabloide correspondants sont
standards.

Exemple 13.21.

1 2 3
t= 4 6
5
est standard, mais
1 2 3
t= 5 4
6

ne lest pas.

Définition 13.22. Une composition de n est un l-uplet d’entiers strictement positifs :
A=A, N)

tel que ), A\; = n. Les entiers A1,..., \; sont appelés les parties de la composition.
On étend de maniére évidente les définitions de diagramme de Ferrer et de tableau pour
les compositions. La relation de domination s’étend aussi clairement aux compositions.

Définition 13.23. Soit {t} un tabloide de forme A, partition de n. Pour tout ¢ entre 1
et n, on définit :

{t'} = le tabloide formé des éléments de {t} inférieurs & i

M\ = la composition qui est la forme de {¢'}

Définition 13.24. Soit {s} et {t} deux tabloides ayant pour suites de compositions A’
et u', respectivement. On dit que {s} domine {¢} si, pour tout i, A* &> ut.
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Lemme 13.25. Lemme de domination pour les tabloides
Si k <1, et si k apparait dans une ligne en-dessous de | dans {t}, alors,

{t} < (R, Dft}.

Démonstration. Supposons que {t} et (k,[){t} ont les suites de compositions \’ et pu’.

Alors, pour i < koui > 1, on a \' = u’.
Etudions maintenant le cas k <4 < I. Si r et ¢ sont les lignes de {¢t} dans lesquelles &
et [ apparaissent (respectivement), alors :

N = ' avec la ¢° partie diminuée de 1, et la ¢ augmentée de 1.

Or, par hypothése, ¢ < r, on trouve donc \* < p’.
Définition 13.26. Siv =) ¢;{t;} € M*, on dit que {t;} apparait dans v si ¢; # 0.
Proposition 13.27. Si ¢ est standard, et si {s} apparait dans e, alors, {t} > {s}.

Démonstration. Ecrivons s = 7t, ot 7 € Cy, de sorte que {t} apparait dans e;. On
raisonne par récurrence sur le nombre d’inversions de colonne dans s, i.e. le nombre de
paires k < [ dans la méme colonne de s telles que k apparait plus bas que . Si s n’a pas
d’inversion, s = t. Ensuite, si (k,[) est une inversion,

{s}<(k,1)s

d’aprés le lemme précédent. Comme (k,1){s} a moins d’inversions que s, (k,1){s} < {t}
ce qui achéve la récurrence.

Définition 13.28. Soit (A, >) un ensemble partiellement ordonné. Un élément b € A
est appelé mazimum si Ve € A, b > c¢. Un élément b est dit mazimal s’il n’existe pas de
¢ € A vérifiant ¢ > b.

Lemme 13.29. Soit vi, va,..., vy, des éléments de M". Supposons que, pour chaque
vi, on puisse choisir un tabloide {t;} qui apparait dans v; tel que :

1. {t;} est maximum dans v;
2. les {t;} sont tous distincts.

Alors, vi,..., vy, sont linéairement indépendants.

Démonstration. Quitte & permuter les indices, on peut supposer que t; est maximal
parmi les t;. Alors, t1 ne peut apparaitre que dans vi. Par suite, toute combinaison
linéaire :

C1V1+  F Vi = 0
doit vérifier ¢; = 0 car il n’y a pas d’autre moyen d’annuler le coefficient de {t1}. On
conclut par récurrence.

Théoréme 13.30. La famille F = {e; : t est un A\-tableau standard} est linéairement
indépendante.

Démonstration. Par la proposition 7, {t} est maximum dans e;, et, par hypothése, les
éléments de F sont distincts, donc le lemme précédent s’applique.

On veut maintenant montrer que cette famille est une base de S*; il reste donc a
prouver qu’elle engendre S*.
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Définition 13.31. Soit A et B deux ensembles disjoints d’entiers positifs. On choisit
des permutations 7 telles que :

SAUB = H‘JW(SA X SB).
™
L’élément de Garnir correspondant est :

9A,B = Z(Sgn ).

s

Définition 13.32. Soit ¢ un tableau et A et B des parties des colonnes j et j + 1
respectivement. L’élément de Garnir associé a t (et A, B) est ) _(sgnm), ou les m ont
été choisis de sorte que les éléments de A U B croissent quand on descend les colonnes
de 7t.

Proposition 13.33. Soitt, A et B comme dans la définition précédente. Si |AU B| est
strictement supérieur au nombre d’éléments dans la j¢ colonne de t, alors, ga,pe; = 0.

Démonstration. Montrons d’abord que &, ,ze; = 0.

Soit o € Cy, quelconque. D’aprés les hypothéses, il existe a,b € AU B tels que a et b
sont dans la méme ligne de ot. Mais alors, (a,b) € Saup donc S, z{ot} = 0, grace
au lemme du signe. Comme ceci vaut pour tout o apparaissant dans x;, on a bien,
SXUBet =0.

Or, Saup = ), m(Sa x Sg), donc S, 5 = 94,8(Sa x Sp)~. En substituant dans
I’équation précédente, on trouve :

gA,B(SA X SB)_et =0.
Mais (Sa x Sg) C Ct, dong, pour 0 € S4 X Sg, par le lemme du signe,
o e, =0 C; {t} =C; {t} =e,.

Par suite, (Sa x Sg)~e, = |Sa x Sple, donc ga,pe; = 0.

Définition 13.34. Soit t un tableau, on définit son tabloide colonne par :
t] = Ci
i.e. 'ensemble des tableaux obtenus en réarrangeant les colonnes de ¢.

La relation de domination colonne pour les tabloides s’obtient de maniére analogue
a la relation de domination ligne (i.e. celle définie précédemment).

Définition 13.35. Soit ¢ un tableau, on appelle descente (de ligne) de t un couple d’en-
tiers (k,1), k <, tel que k et I sont adjacents dans une ligne de ¢, k apparaissant apreés [.

Théoréme 13.36. La famille F = {e; : t est un \-tableau standard} engendre S*.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que si e; est engendré par cette famille, alors,
e, aussi, pour tout s € [t] (en effet, on a alors s = 7t ot m € Cy, donc e; = (sgnm)ey).
Ainsi, on peut supposer que les colonnes de ¢ sont croissantes. L’ensemble partiellement
ordonné des tabloides colonne admet un élément maximum [tg], ou ¢y s’obtient en
numérotant les cases du tableau de haut en bas, en commencant par la colonne la
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plus & gauche. Comme ?y est standard, e, est engendré par F.

Soit maintenant ¢ un tableau quelconque. Par récurrence, on suppose que tout tableau
s>t est engendré par F. Si t est standard, il n’y a rien & prouver. Sinon, t posséde une
descente dans une ligne notée ¢ (puisque les colonnes sont croissantes). Notons aussi j
et j+1 les numéros des colonnes concernées par cette descente, et a; < --- < ap; b <
-+ < by les entiers qu’elles contiennent, respectivement. On a donc :

ay b1
A
az by
N
A
a; > bi
N
A by
ap
Prenons A = {a;,..., ap} et B={b1,..., b;}. L’élément de Garnir associé g4 p vérifie

ga,pe; = 0, donc :
e = — Z (sgnm)eq:.
T#id
Enfin, by < --- <b; < a; < --- < a, implique que [rt] > [t] pour 7 # id, grace & ana-
logue colonne du lemme de domination pour les tabloides. L’hypothése de récurrence
permet de conclure.

Théoréme 13.37. Résumons les résultats que nous avons obtenus : soit f* le nombre
de \-tableaux standards, alors,

1. La famille F = {e; : t est un \-tableau standard} est une base de S™.
2. dimS* = fA
3. Yoara(f)? =0l

13.4 Représentation naturelle de Young

Les matrices de la représentation S* dans la base standard constituent ce qu’on
appelle la représentation naturelle de Young. Dans cette partie, nous allons montrer
comment obtenir ces matrices.

Comme S, est engendré par les transpositions de la forme (k,k + 1), il suffit de cal-
culer les matrices correspondant a ces éléments. Pour un tableau t donné, il y a trois
possibilités :

1. Sik et k+1 sont dans la méme colonne, alors (k, k+1) € Cy puis (k,k+1)e; = —e;.

2. Sik et k+1 sont dans la méme ligne, alors (k,k + 1)t a une descente dans cette
ligne. On calcule done (k,k + 1) a aide des éléments de Garnir : (k,k + 1)e; =
e, + d’autres tabloides e, , avec [t ]| [t].

3. Si k et k+ 1 ne sont ni dans la méme ligne, ni dans la méme colonne, alors
t = (k,k+ 1)t est standard et (k,k+ 1)e, = e, .

Le e; dans la somme du deuxiéme cas provient du terme (k,k + 1) dans I’élément
de Garnir. Bien que nous n’ayons pas d’expression immédiate des autres polytabloides
comme combinaisons linéaires de polytabloides standards, une application itérée de ces
trois cas permet de les calculer.
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13.5 La décomposition de M*

Le but de ce paragraphe est de développer la méthode combinatoire qui permet de

calculer les multiplicités my,, de S* dans M* dans la décomposition M" = mMS’\.
ADp
Pour cela, on introduit quelques nouwveaux objets.

Définition 13.38. Un tableau d’Young généralisé T de forme X est obtenu & partir du
diagramme de Ferrer de forme A en remplacant les cases par des entiers, avec répéti-
tions possibles. Le contenu de T est une composition de n, = (g1, .. hm), OU 1; est
le nombre de répétitions de ¢ dans 7. On appellera désormais tableau simple un tableau
d’Young non généralisé.

4 1 4
3 3

Notons 7y, = {T'| T est de forme A et de contenu x}.

Par exemple le tableau T = est de forme (3,2) et de contenu (1,0,2,2).

On définit la classe d’équivalence {T'} de la méme facon que dans le cas des tableaux
simples. Notons qu’un tableau d’Young généralisé de forme A et de contenu (1™) n’est
rien d’autre qu’un tableau d’Young simple de forme A. De maniére générale, si t est un
tableau et T est le tableau généralisé de méme forme A, alors on note T'(¢) ’élément de
T qui est dans la méme position que ¢ dans t. Par exemple, si
4 1 4 1 3 5 T(1) T@B) T
33 174 2 ’alorST:TEzL; TEQ; o
onT(1)=T05)=4,T2)=T4) =3etT(3)=1.

Dans la suite on suppose qu’on a fixé un tableau ¢ de forme A, et donc on note 7'(7)
les éléments de tout tableau généralisé T' de méme forme.
Maintenant, & chaque tabloide {s} on va associer un tableau généralisé T, de sorte que
la forme de {s} soit le contenu de T : si {s} est un tabloide de forme p, posons T'(7) le
numéro de la ligne de {s} ou i apparait.
Par exemple, si p = (2,2,1),

T =

41
5, T

T(1) T(3) T(5) 1 2 2
) ,alors T = 1 3

VA
I
‘woopp

Comme le nombre de répétitions de 7 est égal au nombre d’éléments dans la ¢¢ ligne
de {s}, le contenu de T est égal & . Notons que I'application ainsi définie 0 : {s} — T
est une bijection entre les bases de M* et de C[7,,]. L’application inverse associe &
T donné un tabloide {s} tel que la ¢ ligne de {s} contienne les éléments j tels que

T(j) =i
Définissons une structure de S,,-module sur C[7},,] en posant 77'(7) ef T (7 14).

Proposition 13.39. M*" = C[7,,] en tant que S,-modules, ot \ est une partition fixée.

Démonstration. On doit vérifier que 0(n{s}) = 7T. Or 0(w{s})(i) est le numéro de la
ligne de 7{s} ot i apparait, i.e. le numéro de la ligne de {s} ou 7 1i apparait, i.c.
T(w=t4), donc O(m{s})(i) = T(x i) = 7T (7). O
Dans la suite on identifie M* et C[7},].

Rappelons que la multiplicité de S* dans M* est égale a4 dim Hom(S*, M*). Pour cal-
culer cette dimension on va construire une base de Hom(S*, M*).
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Définition 13.40. Soit t un A-tableau fixé, T' € 7T,,. Le morphisme correspondant ¢ T
est application 67 € Hom(M?*, M) donnée par

Or(g{th =g( >_ 9.

Se{T}

Pour obtenir un élément de Hom(S*, M*) on considére 67, la restriction de 7 a S*.
Alors pour le tableau fixé ¢ on a :

Or(er) = Or(kelt}) = ke(Or{t}) = ke( D 5).

Se{T}

Proposition 13.41. Soit t un A-tableau fizé, T € T,,. Alors kT = 0 si et seulement
st T posséde deux éléments égaux dans la méme colonne.

Démonstration. Si kT =0, alors T + Y (sgnm)nT = 0, donc il existe 7 € S,, tel que
=

sgn(m) = —1 et T = wT. Alors les éléments correspondant aux cycles non triviaux de 7

sont tous égaux et sont tous dans la méme colonne.

Pour la réciproque supposons que T'(i) = T(j), ou T(i) et T(j) sont dans la méme

colonne de T. Alors par le lemme du signe on peut factoriser :

kT =k(e—(i,j))T =k(T —T)=0. O

Ce résultat nous permet d’introduire la notion de tableau semistandard de la maniére
naturelle suivante.

Définition 13.42. Un tableau d’Young généralisé est dit semistandard si les éléments
de ses lignes sont croissants et les éléments de ses colonnes sont strictement croissants.
On note Tﬁl I’ensemble des tableaux semistandards de forme A et de contenu p.

Proposition 13.43. L’ensemble {07 |T € ’T/\OM} est une base de Hom(S*, M*).

La preuve de cette proposition utilise les mémes idées que dans le cas de S*, on
lUomet.
Muaintenant on peut calculer les multiplicités my, de SN dans M* dans la décomposition
M+ = P mAuS’\ en utilisant une méthode combinatoire.
A
Définition 13.44. Les nombres de Kostka sont

K= T3,

Théoréme 13.45. Lot d’Young
La multiplicité de S dans M" est égale au nombre de tableaux semistandards de forme
A et de contenu i, i.e.
M" = P Ky, S
ADu

Donnons quelques exemples.

1. Soit p = (3,1,1). Alors pour A> u on a toutes les partitions A possibles et les
tableauz généralisés semistandards associés :
1 1 1
A=03,1L,1): T= 2
3
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A=(3,2): T= !

IQOUTZZZIS’

1 1
2 3
1 1
3 2

A=(4,1): T=
A=((B): T=1 1 1 2 &8
Dot MGLD = §B.11) gy §3.2) g3 96(4.1) g §(5)

2. Pour chaque v on a K, = 1. Or le seul tableau généralisé semistandard de forme

et de contenu p est le tableau avec tous les éléments de la i-iéme ligne égauz a

13.6 Loi de la ramification ("Branching rule")

Pour le groupe symétrique S, la liste de toutes les représentations irréductibles est
{S*, A n}. Il est assez naturel de regarder les représentations induites ou restreintes.
D’abord on introduit la notion de restriction et d’extension pour les diagrammes.
Soit t un diagramme de Ferrer de forme A = (A1,...,\;). On note

1. (i,7) la case de t a la i—éme ligne et la j-iéme colonne,
2. t— (i,7) le tableau obtenu a partir de t en supprimant l’élément (i,j),

3. t+(i,7), (i,5) ¢ t le tableaw obtenu & partir de t en ajoutant un élément a la
i-iéme ligne et la j-iéme colonne.

Définition 13.46. Soit ¢ un diagramme de Ferrer de forme A = (A1,..., ;). Le coin
(i,7) € t de ce diagramme est dit intérieur si t— (i, j) est encore un diagramme de Ferrer
(i.e. la suite des nombres des éléments dans les lignes 1,2...1 est décroissante). Le coin
(i,7) ¢ t de ce diagramme est dit extérieur si ¢t + (4,]) est encore un diagramme de
Ferrer. On note A\~ et AT les partitions correspondantes a t — (i, 5) et ¢ + (4, j) respecti-
vement. Pour indiquer que la partition A\~ est obtenue & partir de A, on écrira A~ — A,
De méme, on écrira AT < \.

Par exemple, si A = (5,4,4,2,1), on a le diagramme suivant

Les coins intérieurs sont (1,5), (3,4), (4,2) et (5,1). On a les diagrammes ainsi obtenus :

Les coins extérieurs sont (1,6),(2,5), (4,3),(5,2) et (6,1). On a les diagrammes ainsi
obtenus :
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Théoréme 13.47. "Branching rule"”

Soit A= n. Alors,
1. SN =@Sh
Pyt

2. M= @SN
s =D

Ce résultat permet de comprendre la structure de S,-module S*. En particulier, il
contient tous les S sans multiplicités.
Avant de donner la prewve du théoréme 13.47 démontrons quelques résultats prélimi-
naires.

Lemme 13.48. Soit f» = dim S*, soit f* =dimS* , A~ — . Alors,

Pf=> "

AT =

Démonstration. Comme F = {e;, t est standard} est une base de S*, f* est égal au
nombre de tableaux standards de forme A. Chaque tableau standard ¢ contient n dans
un de ses coins intérieurs (i, j;) (car les éléments de ses lignes et de ses colonnes sont
croissants). Notons que le tableau t — (i, j:) est un tableau standard de la forme A\~
correspondante. Donc donner un tableau standard ¢ de forme A est équivalent & donner
un coin intérieur (i, j;) du diagramme de Ferrer correspondant a A et un tableau stan-
dard ¢’ de forme A~. Le résultat en découle. O

Lemme 13.49. Soit V un G-module, soit W un sous-module de V (i.e. stable par
Daction de G). Alors,
Vewe (V/W),

ot V/W est Uespace quotient.

Démonstration. V/W est effectivement un G-module pour l'action g[v] def [gv], ou
g € G, [v] € V/W est une classe de v € V (cette action est bien définie car W est
un sous-module de V).

Comme V n’est pas irréductible, il existe un sous-module W’ de V tel que V. =W e W’
Soit €1, .., €, une base de W, soit €g41,.., €y, une base de W'. Alors [ext1],- ., [em] est
une base de V/W, d’oa V/W = W' et V=W @ (V/W). O

Démonstration du théoréme 13.47.
1. Supposons que les coins intérieurs de A\ apparaissent dans les lignes 1 < ry <
-+ < 11 et dans les colonnes ¢; < ¢g < -+ < ¢g. Notons t* =t — (r;,¢;), et A la
k i
partition correspondante. On veut montrer que SALQLI% @ s,
i=1

i
D’apres le lemme 13.49, il suffit de construire une chaine de sous-espaces {0} =

VicvicVvic...cVk=8"avec Vi\Vi~l = SN en tant que S,—1 -modules,
1<i<k.
Soit V* I'espace vectoriel de base

{e+},n n’apparait que dans les lignes rq,...r; de t.

Montrons que les V* conviennent. _
Pour chaque i, 1 < i < k, considérons les applications 6; : M> — M*',

{t'} sin est dans la ligne r; de {t}
0 sinon

92({t}) = {
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On étend 6; par linéarité sur tout M?>.

Notons que S,,—1 agit sur 'ensemble des tableaux de forme A, A - n en permutant
les éléments 1,..,n—1. Donc S,,—1 ne change pas la position de n dans un tableau,
d’ou 0; est un S,,_1-homomorphisme.

De plus, V=1 C ker6;.

Soit t € V@ standard. Regardons V() comme un S,_;-module. Comme e, =
k{t}, (ou ky = C; , Cy est le stabilisateur des lignes de ¢ (C; C S,,—1)), pour
chaque tabloide apparaissant dans e;, n n’apparait que dans la j-iéme ligne avec
7 <. De plus, la position de n dans chaque tabloide apparaissant dans e; est la
méme et ne dépend que de t. D’ou

0i(er) e;i, sin est dans la ligne r; de ¢
(e,) =
e 0, sinestdanslaligner; det, j <1

Donc 6; envoie une base de V® sur une base de S’ surjectivement. D’ou 6,V () =
SA
Comme V=1 C ker6;, on peut construire une chaine

{0} =V°CcVinkerf CV CV2Nkery CV2C...CVFk=38"

k ,

: A : v c VO nkero;

De plus, dim S* = E 1d1m Tonkerd; T dim s
i=

Puisque 6;V® = S’\i, on a l’égalité des dimensions :

1740 . ;
] —dimo.vV® = £
dim GReyPer dim 0,V = f

k i
D’aprés le lemme 13.48, f* = dim S* = > f*'. Ainsi,
i=1

(4) . (4) )
v + dim V¥ Nker 6;

C o
dim 5 = V®Nker 6; VG-D

dim

-

s
I
-

Y : V) nker 6,
A+ zjldlm gt
1=

N
Il
_

Il
M-

k N
= dim$*+ 3 dim VOker s
Dot V) Nkerd; = V@=1 i =1,.. k Donc on a bien une chaine {0} = V° C
Vicv2c...cVF=8"avec
Ve Vi i

~

Vil T VO Nker;

. On démontre cette partie a 'aide de la machinerie développée pour les caractéres.

Soit S)‘Tgn“% b m,S*. Alors X*Tg"“% > omuxt
" pkEn+1 " pukEn41
Donc pour calculer les m,, on peut utiliser 'orthogonalité des caractéres et la loi

de la réciprocité de Frobenius. On a

Sn Sn N . -
my, = <><ATsn“,x"> = <X/\7X“l5n+1> = [d’aprés la partie 1] = <X’\,ZX“ y =
P

1, sip=A"

. O
0, sinon.

L siA=aT L et . b
_{ 0. sinon = [par définition de p~ et de A ]_{
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14 La formule des crochets

11 existe une méthode trés simple pour calculer f* (nombre de A-tableaux standards),
et c’est ce que nous allons étudier dans cette partie.

Définition 14.1. Si v = (i,7) est un noeud dans le diagramme de A, le crochet corres-
pondant est :

H, = Hiy = {517 = 7} 0L6 9l = b

La longueur du crochet est h, = h; ; = |H; ;|-

Théoréme 14.2. Formule des crochets
Si AFn, alors :
n!

P
[T jyex hi

Pour prouver ce théoréme, on définit un algorithme (probabiliste) de construction
d’un A\-tableau standard, dont on montrera qu’il donne un A-tableau standard P quel-
conque avec probabilité :

17,

n!

prob(P) =

Ceci prouve le théoreme, puisque la distribution est uniforme. L’algorithme est le sui-
vant :

Prendre un noeud v € \ avec une probabilité %
Tant que v n'est pas un coin intérieur faire
Prendre un noeud © € H, — {v} avec une probabilité ﬁ
Vi=T
fait
Mettre n dans le coin auquel on est arrivé.
Recommencer lalgorithme au début avec A .= A—{v} et n:=n—1 jusqu’a ce que toutes
les cases de A soient remplies.

Définition 14.3. La suite de noeuds par lesquels on passe lors d’'un passage dans la
boucle intérieure de ’algorithme est appelée un passage.

Proposition 14.4. L’algorithme précédent produit un tableau standard P de forme A

e Tloes ho
avec une probabilité Hfli?

Démonstration. 11 est clair que D"algorithme produit un A-tableau standard. Pour mon-
trer que tous les tableaux sont obtenus avec la méme probabilité, on raisonne par ré-
currence sur n.

Soit P un M-tableau, w la case contenant n, et P le tableau obtenu en supprimant w de
P (de forme ). On a alors :

prob(P)=prob(w)prob(P)

ot prob(w) est la probabilité qu’un passage se termine sur w. Par récurrence, il suffit
de montrer que :
HUG)\ hv/n‘

prob(w) = ngx b =D
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Aprés simplification, on obtient :

1 i

n HUEW h Lil
1

n UEW(l + h,,—l)

prob(w)

I~ 1l

on W {v#w|we H,}

{v # w | v est dans la méme ligne ou dans la méme colonne que w}.

Notons («, 3) les coordonnées de W, et posons a; = h; 3 — 1 et bj = hq; — 1. En
injectant dans I’équation précédente, on trouve :

-1 1
H ) [Ta+3)  ©

prob(w) = prob(a, 8) =

3\'—‘

Pour interpréter les termes de cette équation, on définit, pour un passage qui se
termine en (o, 3), la projection horizontale du passage par :

I ={i+# a|v=/(i,7) pour un certain v dans le passage}.

On définit de méme la projection verticale. Notons proby, j(«a, 3) la probabilité d’arriver
en (o, §) aprés un passage de projections horizontale et verticale I et J respectivement.
On a donc prob(a, 3) = 3, ;prob; ;(«a, B).

Pour obtenir (%) (donc la proposition puis la formule des crochets), il suffit de mon-
trer le lemme suivant :

Lemme 14.5. Soit (o, 8), I = {i1, ...} et J = {j1, ...}. Alors,

proby ;(a, B) = H H*

76[ jeJ J

Démonstration. Supposons d’abord que I ou J est vide. Par exemple, J = &. Alors, le
seul passage possible est

U1 = (ihﬁ)aUQ = (7:276)7"'

L et le résultat est vrai.
o

na;, a;

donc proby j(a, 8) =

Supposons maintenant I,J # &. Alors, v1 = (i1,71), et il y a exactement deux
possibilités pour vy & savoir (12,]1) et (21,32) (en posant is = a si |I| = 1 et de méme
pour jo). Soit I =1 — {i1} et J =J — {j1}. Alors, par récurrence sur |I U J|,

prob; ;(a,f) = ﬁ[probi‘](a7 B) + prob; 5(a, B)]
i 1 1
T higg [”ailalz"'bhbm'“ nailai2~qulbj2.‘.]
— a’771+b.7'1

1
hiy iy [""’ilaiQ "'bjlij"'}

ou le symbole " signifie que le terme est omis.
Or,
hil:jl -1= (hihﬂ - 1) + (hmjl - 1) =a; + bjl

ce qui achéve la preuve. 0
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15 Conclusion

Nous avons donc établi une correspondance (canonique) entre les classes de conju-
gaison de S, et ses représentations irréductibles sur le corps des complexes. De plus
nous avons montré une utilisation simple de la construction des modules de Specht
pour calculer facilement les dimensions de ces représentations.
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