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Patrick GERARD, rapporteur

Vladimir SVERAK, rapporteur (non présent)

Pascal AUSCHER, examinateur

Jean-Yves CHEMIN, examinateur

Isabelle GALLAGHER, examinateur

Frank MERLE, examinateur

Yves MEYER, examinateur



2



Sommaire

1 Introduction 7
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Chapitre 1

Introduction

On trouvera dans les pages suivantes la présentation de mes travaux de recherche, effectués de 2003
à 2005 au Centre de Mathématiques Laurent Schwartz de l’Ecole polytechnique, de 2005 à 2006 au
Département de Mathématiques de l’Université de Princeton, et enfin de 2006 à 2008 au Courant
Institute of Mathematical Sciences.

Ces travaux portent sur l’analyse d’équations aux dérivées partielles d’évolution, pour beaucoup
issues de problèmes physiques (équation de Navier-Stokes, homogène ou non, compressible ou non,
équation de Maxwell-Lorentz) ou de la géométrie différentielle (applications d’ondes, applications
de Schrödinger). Avant de détailler les différentes équations étudiées, j’aimerais dire un mot de
certaines problématiques qu’elles partagent, et qui m’ont particulièrement intéressé.

Tout d’abord, la structure de ces équations résulte en une énergie conservée, ce qui permet, par
un argument de compacité, de construire des solutions faibles ; l’exemple emblématique est donné
par les solutions de Leray. Ces équations sont aussi caractérisées par une certaine homogénéité ; en
raisonnant dans des espaces fonctionnels présentant cette homogénéité, on peut, par un argument
de point fixe, construire des solutions fortes. Solutions fortes et solutions faibles correspondent à
deux manières différentes d’étudier l’équation, et comprendre les liens entre ces deux approches est
fondamental. En essayant de tirer parti conjointement de ces deux types de solutions, on fournit
des réponses partielles aux questions suivantes : quand une solution faible est-elle unique ? Quand
une solution forte est-elle globale ?

Outre ce dialogue entre solutions fortes et solutions faibles, il existe une dualité entre résolution
globale et résolution locale (en temps). On présente des résultats dans ces deux directions : pour la
première, l’outil de l’analyse harmonique est prépondérant, alors que la seconde demande souvent
une compréhension des propriétés dynamiques de l’équation.

Enfin, les solutions auto-similaires jouent souvent un rôle central dans l’étude d’une EDP. Puisqu’il
est équivalent, pour ces solutions, de résoudre localement ou globalement, elles représentent d’une
certaine manière le point de rencontre entre aspects locaux et globaux. Plus pragmatiquement,
ce type de solutions s’avère important pour la dynamique des EDP : elles peuvent fournir un
mécanisme d’explosion en temps fini, ou constituer un attracteur pour le flot de l’équation.

Après cette discussion très générale et sans doute un peu vague, venons-en aux problèmes concrets
qui nous ont occupé.
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8 Introduction

Le chapitre 2 est consacré aux équations des fluides visqueux, et avant tout à l’équation de Navier-
Stokes incompressible. Dans quels espaces peut-on résoudre cette équation par point fixe ? Des
arguments heuristiques conduisaient à penser qu’un espace proposé par Koch et Tataru était opti-
mal. On prouve rigoureusement que c’est le cas ; on étudie aussi précisément la régularisation de
données initiales dans cet espace opérée par le flot de l’équation. Un second axe de recherche est
constitué par les solutions faibles de Leray, dont on ignore si elles sont uniques en dimension d ≥ 3,
mais pour lesquelles des résultats d’unicité conditionnelle (unicité fort-faible) peuvent être obtenus.
On donne un théorème qui généralise, en suivant une approche classique, tous les résultats d’unicité
conditionnelle existant ; puis on propose une nouvelle approche, qui pourrait permettre de montrer
l’unicité des solutions de Leray qui sont aussi des solutions de Koch et Tataru. Enfin, on montre
des résultats d’unicité fort-faible pour d’autres équations de mécanique des fluides : Navier-Stokes
non homogène, et Navier-Stokes compressible isentropique.

Le chapitre 3 examine la question de l’existence globale à données petites pour les équations dis-
persives non-linéaires. Si la puissance de la non-linéarité est faible, il est bien connu qu’il convient
d’examiner les résonances générées par l’équation. En plus des résonances classiques, on met en
lumière un nouveau type de résonance, les “résonances en espace”. Ceci suggère une nouvelle
méthode d’analyse, qui est appliquée au cas d’équations de Schrödinger quadratiques en dimension
3. On montre comment cette méthode est reliée aux opérateurs multi-linéaires de pseudo-produit ;
on montre aussi pourquoi cette méthode généralise la méthode des formes normales introduite par
Shatah, ainsi que la méthode des champs de vecteurs introduite par Klainerman.

Le chapitre 4 est consacré à des équations dispersives de type géométrique, portant sur des applica-
tions entre l’espace euclidien et une variété riemannienne. Tout d’abord, l’équation des applications
d’onde (“wave maps”) : on prouve en dimension 3 une condition nécessaire et suffisante sur la variété
cible pour l’existence de solutions auto-similaires, étendant les résultats de Shatah et ses collabo-
rateurs. Cependant, la stabilité de ces solutions auto-similaires n’est pas connue, alors qu’elle est
capitale pour la compréhension de la dynamique de ces équations. On présente un cadre qui pour-
rait permettre de répondre à cette question, en résolvant le problème de Cauchy pour des données
auto-similaires. Concernant l’équation des applications de Schrödinger (“Schrödinger maps”), on
montre, en dimension 2, l’existence de solutions auto-similaires.

Le chapitre 5 porte sur l’équation de Lorentz-Maxwell, qui décrit l’interaction d’une particule
chargée avec un champ électromagnétique. On montre que pour des données initiales d’énergie
finie, la solution peut s’écrire en temps grand comme la superposition d’un soliton (la particule
voyageant à vitesse constante, accompagnée par un champ électromagnétique) et d’une solution
libre des équations de Maxwell.

Enfin, le chapitre 6 présente des notions d’analyse harmonique utilisées dans les autres chapitres,
ainsi qu’un résultat original sur les multiplicateurs entre espaces de Sobolev.
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Notations

L’entier d désigne la dimension de l’espace euclidien courant.

Pour deux quantités réelles a et b, on note a .k b si il existe une constante C dépendant uniquement
de k telle que a ≤ Cb.

Si X est un espace de Banach de fonctions sur Rd, et 1 ≤ p ≤ ∞, on note Lp
TX pour l’espace de

Banach de fonctions de (t, x) ∈ [0, T [×Rd donné par la norme

‖f‖Lp
T X

def
= ‖‖f(t)‖X‖Lp([0,T [) .

On notera souvent plus simplement LpX si T = ∞, ou si T est clair par le contexte.
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Chapitre 2

Mécanique des fluides

2.1 Equation de Navier-Stokes

2.1.1 L’équation et ses propriétés fondamentales

Présentation de (NS)

L’équation de Navier-Stokes s’écrit

(NS)





∂tu− ∆u+ u · ∇u = −∇p
div u = 0
u|t=0 = u0 .

Ce système décrit le mouvement d’un fluide emplissant l’espace Rd tout entier, dont la vitesse au
temps t ≥ 0 et au point x ∈ Rd est u(t, x) ∈ Rd (ici, d est un entier supérieur ou égal à 2 ; les cas
d = 2 ou d = 3 ont une signification physique claire, mais rien n’empêche de considérer d ≥ 4).

Le fluide décrit par (NS) est

• homogène de densité normalisée ρ = 1,

• incompressible, d’où la condition de divergence nulle,

• visqueux (newtonien) de viscosité normalisée ν = 1.

Energie et scaling

Un calcul élémentaire montre que, formellement au moins, l’énergie

E(u, t)
def
= ‖u(t)‖2

2 + 2

∫ t

0
‖∇u(s)‖2

2 ds (2.1.1)

est conservée.

11
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Une autre propriété fondamentale de (NS) est l’invariance de l’ensemble des solutions par la trans-
formation suivante, appelée scaling,

(pour λ ∈ R) u0(x) −→ λu0(λx) et u(x, t) −→ λu(λx, λ2t) . (2.1.2)

Comment l’énergie et le scaling interagissent-ils ? Pour mieux le comprendre, considérons une
fonction test ψ, et associons-lui la famille ψλ = λψ(λ·). Il est clair que

E(ψλ, 0) = ‖ψλ‖2
2 ∼ λ2−d .

Laissons maintenant λ → ∞, ce qui correspond à concentrer ψλ en créant une singularité en 0. Il
apparâıt que ceci est indifférent du point de vue de l’énergie si d = 2, mais que E(ψλ, 0) tend vers
0 si d = 3. En d’autres termes, la concentration de u est énergétiquement favorisée si d ≥ 3.

Ce petit raisonnement heuristique conduit à la terminologie suivante

• Si d = 2, l’énergie est invariante par le scaling et (NS) est dit critique.

• Si d ≥ 3, l’énergie favorise la concentration de u et (NS) est dit surcritique.

L’examen élémentaire que nous avons fait des liens entre scaling et énergie laisse à penser que si
d ≥ 3, des singularités apparaissent dans des solutions de (NS), même si u0 est régulière. Est-ce
effectivement le cas ? La réponse n’est pas connue.

2.1.2 Solutions faibles

Qu’est-ce qu’une solution faible ?

Le terme “solutions faibles” recouvre des réalités bien différentes suivant le contexte. Pour nous il
signifiera : solutions construites en utilisant la conservation de l’énergie (2.1.1) puis un argument
de compacité.

Cette méthode de construction conduit à des solutions globales, par contre elle ne dit rien de la
régularité, au delà de la finitude de l’énergie, ou de l’unicité éventuelle de ces solutions ; elle a été
introduite par Leray.

Les solutions faibles de Leray

Théorème 1 (Leray [88]) Si u0 appartient à L2, il existe une solution globale u de (NS). Cette
solution appartient à l’espace d’énergie

L = L∞L2 ∩ L2Ḣ1 = {u tel que pour presque tout t, E(t, u) <∞} (2.1.3)

et pour tout t
E(u, t) ≤ E(u0) . (2.1.4)

En dimension 2, il est facile de voir que la solution u construite ci-dessus est unique et régulière
(au moins pour t > 0), et que l’on peut remplacer dans (2.1.4) ≤ par =. En dimension d ≥ 3,
on ignore si ces trois propriétés sont vraies en général ou non. Nous présenterons cependant des
résultats partiels dans la partie 2.1.6.
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2.1.3 Solutions fortes

Qu’est-ce qu’une solution forte ?

Par solutions fortes, nous entendons : solutions construites par un argument de point fixe. Plus
précisément, on peut considérer la version intégrale de (NS)

u(t) = et∆u0 +

∫ t

0
e(t−s)∆P (u · ∇u(s)) ds

puis voir le membre de droite comme une fonction F de u. Résoudre (NS) revient alors à trouver
un point fixe de F ; il suffit donc de s’assurer que, dans un domaine judicieusement choisi, F est
une contraction.

Le point fixe de F , c’est à dire la solution u, peut alors être construit par le schéma itératif suivant

{
u0 = u0

un+1 = et∆u0 +
∫ t
0 e

(t−s)∆P (un · ∇un(s)) ds .

En notant que un+1 − un = T n(u0) est un opérateur n-linéaire, on obtient le développement en
série suivant

u =
∞∑

n=1

T n(u0) . (2.1.5)

Il est clair que cette méthode de construction donne des solutions uniques, mais elles ne sont a
priori pas globales. En effet, il arrive souvent qu’on doive, pour montrer que F est contractante, se
restreindre à des fonctions définies sur [0, T ].

Enfin, si l’on veut appliquer cette méthode pour u0 appartenant à un espace homogène X, il
apparâıt que X doit être invariant par le scaling (2.1.2). Ainsi, les espaces au scaling correspondent
au cadre naturel et optimal dans lequel considérer des solutions fortes.

Les solutions fortes, de Fujita et Kato à Koch et Tataru

L’approche esquissée ci-dessus a été appliquée pour la première fois à (NS) par Fujita et Kato [46],
puis a suscité un grand nombre de travaux, parmi lesquels on peut citer Weissler [126], Kato [70],
Cannone, Meyer et Planchon [23], Cannone [22] et Koch et Tataru [80]. Ces auteurs ont construit
des solutions pour u0 respectivement dans un des espaces de la châıne d’inclusions suivante

Ḣ
d
2
−1 →֒ Ld →֒ Ḃ

−1+ d
p

p,q →֒ ∇BMO (avec d < p <∞ et d ≤ q ≤ ∞) . (2.1.6)

(on note ∇BMO pour l’espace des dérivées de fonctions de BMO ; voir le Chapitre 6 pour une
définition des espaces fonctionnels utilisés). Naturellement, tous les espaces apparaissant ci-dessus
sont invariants par le scaling (2.1.2).

Espace optimal pour les solutions fortes : considérations heuristiques

On peut remarquer avec Meyer [95] que tout espace invariant par le scaling (2.1.2) de u0, et inclus
(de manière continue) dans S ′, est inclus (de manière continue) dans Ḃ−1

∞,∞.
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En fait on peut compléter la châıne d’inclusions (2.1.6) comme suit :

Ḣ
d
2
−1 →֒ Ld →֒ Ḃ

−1+ d
p

p,q →֒ ∇BMO (avec d < p <∞ et d ≤ q ≤ ∞) →֒ Ḃ−1
∞,∞ .

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que (NS) est bien posée dans ∇BMO. On est donc
conduit à la question : que se passe-t-il pour des espaces compris entre ∇BMO et Ḃ−1

∞,∞ ?

Un argument heuristique, dû à Auscher, Dubois et Tchamitchian [14], suggère que l’espace ∇BMO
considéré par Koch et Tataru est en fait optimal. Il s’agit du raisonnement suivant : la manière la
plus simple de donner un sens au terme u · ∇u est de l’écrire ∇ · (u ⊗ u), puis de demander que
u ∈ L2

loc. L’invariance de (NS) par le scaling (2.1.2) et par translation conduit alors à considérer
la norme L2

loc translatée et rescalée suivante

sup
x∈Rd,R>0

[
1

Rd

∫ R2

0

∫

B(x,R)
|u(x, t)|2 dx dt

]1/2

.

Ainsi la norme apparaissant ci-dessus est, en un sens, le moins que l’on puisse demander d’un espace
au scaling et invariant par translation pour donner un sens à la non-linéarité de (NS). Or c’est un
résultat d’analyse harmonique classique (voir Stein [117]) que

‖u0‖∇BMO ∼ sup
x∈Rd,R>0

[
1

Rd

∫ R2

0

∫

B(x,R)
|et∆u0|2 dx dt

]1/2

.

Cet argument suggère que u0 ∈ ∇BMO est la condition minimale pour résoudre itérativement.

Optimalité des solutions de Koch et Tataru

Comment prouver rigoureusement l’optimalité de ∇BMO ? Il s’agit de trouver des espaces de
Banach légèrement plus grands que ∇BMO pour lesquels la méthode itérative décrite ci-dessus ne
peut être appliquée. Rappelons que

Ḃ−1
∞,q →֒ Ḃ−1

∞,r si q ≤ r

Ḃ−1
∞,2 →֒ ∇BMO →֒ Ḃ−1

∞,∞

∇BMO 6 →֒ Ḃ−1
∞,q et Ḃ−1

∞,q 6 →֒ ∇BMO si 2 < q <∞ .

Le théorème suivant prouve de manière rigoureuse que ∇BMO est optimal pour la théorie des
solutions fortes.

Théorème 2 ([8]) (Par souci de rigueur, on note dans l’énoncé de ce théorème Eσ pour les fonc-
tions de divergence nulle dans l’espace de Banach E ; mais afin d’alléger les notations on notera
simplement E dans la suite.)

L’opérateur T2 apparaissant dans (2.1.5) n’est pas borné de
(
Ḃ−1

∞,q

)
σ
×
(
Ḃ−1

∞,q

)
σ

dans S ′ si q > 2.

Ceci reste vrai même si l’on restreint T2 à la diagonale (f, f) ∈
(
Ḃ−1

∞,q

)
σ
×
(
Ḃ−1

∞,q

)
σ
.
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Ce théorème est prouvé en raisonnant dans l’espace de Fourier où l’on peut écrire une formule
explicite donnant T2. On exhibe une suite de fonctions fN , bornée dans Ḃ−1

∞,q, mais telle que la

transformée de Fourier de T2(f
N , fN ) diverge dans S ′.

Le théorème ci-dessus permet de conclure que l’application qui associe à u0 une solution de (NS)
u n’est pas de classe C2, ce qui témoigne d’une certaine instabilité de (NS).

Un résultat comparable, dû à Montgomery-Smith [96], était connu pour une équation similaire à
(NS) ; la preuve utilisée par cet auteur n’est cependant pas adaptable à (NS). Enfin, dans un
article très récent, Bourgain et Pavlović [21] prouvent que (NS) est en fait mal posé dans Ḃ−1

∞,∞. Ils

utilisent pour ce faire des données initiales semblables aux fN , montrent que T2(f
N , fN ) diverge,

et de plus contrôlent l’erreur “d’ordre 3 et plus” u− T 1(fN ) − T 2(fN , fN ).

Régularité des solutions de Koch et Tataru

Ainsi, les solutions de Koch et Tataru fournissent le cadre optimal dans lequel étudier des solutions
fortes ; il devient dès lors particulièrement intéressant de comprendre leurs propriétés. En parti-
culier, qu’en est-il de leur régularité ? L’espace utilisé par Koch et Tataru pour construire leurs
solutions est donné par la norme

‖u‖KT = sup
t>0

t1/2‖u(t)‖∞ + sup
x∈Rd,R>0

[
1

Rd

∫ R2

0

∫

B(x,R)
|u(x, t)|2 dx dt

]1/2

,

et il apparâıt immédiatement que ceci ne donne aucun renseignement sur la régularité, et encore
moins le comportement asymptotique des dérivées, de u. Le théorème suivant montre que les
solutions de Koch et Tataru, comme on peut s’y attendre, sont régulières pour t > 0 ; il décrit aussi
de manière précise le comportement asymptotique des dérivées de u.

Théorème 3 (Germain, Pavlovič, Staffilani [4]) Si u0 est assez petite dans ∇BMO, il existe
une solution de Koch et Tataru globale u, qui a les propriétés suivantes :

• Pour tout temps t > 0, u(t, ·) est analytique.

• Pour tout entier k ≥ 0, ‖tk∇ku‖KT <∞, donc en particulier |u(t, x)| .k
1

t(k+1)/2 .

Ce théorème est optimal à deux titres : d’abord, il concerne les solutions de Koch et Tataru, qui
forment le cadre optimal pour étudier les solutions fortes ; de plus, si u0 ou, de manière équivalente,
u, est auto-similaire, on peut remplacer ci-dessus .k par ∼k, autrement dit la vitesse de décroissance
des dérivées de u est optimale.

La preuve consiste essentiellement en une généralisation de la méthode utilisée par Koch et Tataru,
mais de nombreux points techniques sont délicats et doivent être traités avec soin.

Ce théorème vient généraliser des résultats antérieurs sur la régularité des solutions de (NS).
L’étude de l’analyticité pour (NS) a été initiée par Kahane [69] et Masuda [91], puis raffinée par
Le Jan et Sznitman [85] (donnée initiale mesure), Lemarié-Rieusset [86] (donnée initiale dans Ld)

et Chemin [26] (ce dernier résultat correspond à des données initiales dans Ḣ
d
2
−1, et montre non

pas l’analyticité mais la décroissance exponentielle dans l’espace de Fourier des solutions).

La décroissance en temps des dérivées de u a été étudiée par Giga et Sawada [52] (donnée initiale
dans Ld) et Sawada [105] (donnée initiale dans Ḣd/2−1).
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2.1.4 Le cas critique (d = 2) et les solutions globales d’énergie infinie

En dimension 2, l’énergie (2.1.1) (pour les solutions u), ou la norme L2 (pour les données u0), est
invariante par le scaling de l’équation. L’espace L2 correspond aux données initiales d’énergie finie,
mais il s’agit aussi d’un des espaces dans la châıne d’inclusion (2.1.6)

L2 →֒ Ḃ
−1+ 2

p
p,q →֒ ∇BMO (avec 2 < p <∞ et 2 ≤ q ≤ ∞) .

Pour les espaces plus grands que L2 dans la châıne d’inclusions ci-dessus, la théorie des solutions
faibles ne peut pas s’appliquer, puisque l’on a affaire à des données d’énergie infinie ; quant à la
théorie des solutions fortes, elle ne donne pour des données grandes que des résultats locaux en
temps.

On peut cependant, en combinant solutions fortes et solutions faibles, démontrer le théorème sui-
vant.

Théorème 4 ([1]) (NS) est globalement bien posée pour u0 = v0+w0, avec w0 petit dans ∇BMO
et v0 dans L2. Plus précisément, pour de telles données initiales, il existe une solution u, unique
et dépendant continûment de w0 et v0. De plus, pour t grand,

‖w(t)‖∇BMO . 1 et ‖v(t)‖L2 .δ t
δ .

La méthode de preuve est due à Gallagher et Planchon [49], qui l’ont utilisée pour prouver un

résultat similaire au théorème ci-dessus, mais avec des données initiales de régularité Ḃ
−1+ 2

p
p,q au

lieu de ∇BMO.

Esquissons la preuve : l’idée est de résoudre d’abord




∂tw − ∆w + w · ∇w = −∇p
divw = 0
w|t=0 = w0

globalement, en utilisant la théorie de Koch et Tataru. Ceci est rendu possible par la petitesse de
w0 dans ∇BMO. On voudrait alors résoudre une équation perturbée pour v





∂tv − ∆v + v · ∇v + w · ∇v + v · ∇w = −∇p
div v = 0
v|t=0 = v0 ,

de telle sorte que v + w est la solution de (NS) recherchée, c’est à dire correspond à la donnée
initiale u0 = v0 + w0. Comme v0 est grand, on ne peut utiliser de méthode de point fixe pour
résoudre globalement. La clé de ce problème est l’utilisation de l’énergie : bien que dans l’équation
ci-dessus apparaisse w, qui est d’énergie infinie, une estimation a priori montre que v reste d’énergie
finie. En d’autres termes, on peut utiliser la théorie des solutions faibles pour construire v.

2.1.5 Digression : l’équation des ondes défocalisante avec non linéarité puis-
sance

Présentation de l’équation

L’analyse présentée dans le paragraphe précédent repose avant tout sur la propriété suivante : en
dimension deux d’espace, l’énergie de (NS) est au scaling de l’équation.
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Nous aimerions présenter dans ce paragraphe un autre exemple où scaling et énergie cöıncident,
et où on peut, de manière similaire, construire une solution globale : l’équation des ondes avec
non-linéarité puissance critique.

Afin de mettre ce résultat en contexte, nous allons d’abord rappeler quelques éléments connus sur
les solutions globales de l’équation des ondes avec non-linéarité puissance générale. Cette équation
s’écrit

(ONLp)

{
�u = |u|p−1u
(u, ut)|t=0 = (u0, u1) .

Le flot de cette équation conserve l’énergie

1

2
‖∇u‖2

2 +
1

p+ 1
‖u‖p+1

p+1 .

Les solutions de cette équation sont invariantes par le scaling

(u0, u1) −→ (λ
2

p−1u0(λx), λ
2

p−1
+1
u1(λx)) u −→ λ

2
p−1u(λx, λt) .

Solutions globales

La question qui nous intéresse est la suivante : pour quelles données l’équation (ONLp) est-elle
globalement bien posée ?

Notons pour commencer que pour des données petites et au scaling de l’équation, c’est à dire

(u0, u1) ∈ Ḣ
d
2
− 2

p−1 × Ḣ
d
2
− 2

p−1
−1 ,

il est aisé de construire des solutions globales par un argument de point fixe utilisant les estimations
de Strichartz.

D’autre part, pour des données d’énergie finie (u0, u1) ∈ Ḣ1×L2, on peut, en utilisant la compacité
donnée par la conservation de l’énergie, obtenir des solutions faibles, (Segal [106]). Cependant on
ne sait rien a priori de la stabilité ou de l’unicité de ces solutions faibles.

Le cas sous-critique : p < d+2
d−2

Dans le cas sous-critique, il devient possible de prouver l’unicité des solutions faibles qui viennent
d’être évoquées. On obtient donc que (ONLp) est bien posée globalement pour des données initiales
d’énergie finie quelconques.

Ainsi, l’équation (ONLp) est globalement bien posée pour des données grandes dans Ḣ1 × L2, ou

petites dans Ḣ
d
2
− 2

p−1 × Ḣ
d
2
− 2

p−1
−1. En interpolant de manière non linéaire entre ces deux espaces

de données initiales, on peut obtenir un meilleur résultat.

Afin de simplifier la présentation, nous nous restreignons au cas d = 3, p = 3. Par la théorie des
solutions faibles, l’équation est alors globalement bien posée pour des données dans Ḣ1 × L2, et
par la théorie des solutions fortes, c’est aussi le cas pour des données petites dans Ḣ1/2 × Ḣ−1/2.
En utilisant des méthodes d’interpolation non-linéaires, Kenig, Ponce et Vega [75] et Gallagher et
Planchon [50] ont prouvé que l’on peut étendre ce résultat à des données arbitraires dans Ḣs×Ḣs−1

pour s > 3/4. Enfin, Bahouri et Chemin [15] ont récemment atteint le point limite s = 3/4.
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Le cas critique : p = d+2
d−2

Dans le cas critique, l’énergie est au scaling de l’équation. Contrairement au cas de (NS) en
dimension 2, il n’est pas trivial de voir que l’équation est globalement bien posée pour des données
d’énergie finie (u0, u1) ∈ Ḣ1×L2. Ce résultat a d’abord été prouvé par Grillakis [54], puis la preuve
a été simplifiée et étendue par Shatah et Struwe [111] [112].

Nous aimerions étendre ce résultat à des données plus générales, mais quel espace de données
initiales choisir ? Le choix le plus pertinent est l’espace de Besov (voir chapitre 5 pour une définition)
Ḃ1

2,∞×Ḃ0
2,∞. En effet, cet espace est au scaling de l’équation comme il se doit, il contient des données

initiales auto-similaires, qui sont d’un intérêt particulier, et enfin cet espace est basé sur L2, qui
est le seul espace de Lebesgue invariant par le flot de l’équation des ondes linéaire.

On aimerait alors interpoler entre des données grandes d’énergie finie, pour lesquelles le résultat de
Grillakis, Shatah et Struwe s’applique, et des données petites dans Ḃ1

2,∞× Ḃ0
2,∞, pour lesquelles un

résultat d’existence globale est dû à Planchon [101].

Nous utilisons deux méthodes différentes d’interpolation non-linéaire, et les résultats obtenus sont
complémentaires. La première possibilité consiste à utiliser la même approche que dans la par-
tie 2.1.4. On obtient alors le théorème qui suit.

Théorème 5 ([3]) Soit d = 6, et considérons des données initiales du type

u0 = v0 +
c0
|x|2 , u1 = v1 +

c1
|x|3 ,

avec (v0, v1) ∈ Ḣ1 × L2 et c0, c1 < ǫ, pour une constante ǫ > 0. Alors il existe une solution globale
et unique de (ONL d+2

d−2
).

Bien sûr,
(

1
|x|2 ,

1
|x|3

)
∈ Ḃ1

2,∞ × Ḃ0
2,∞ \ Ḣ1 ×L2, sans quoi le théorème précédent serait sans intérêt.

Notons aussi que des données initiales du type
(

c0
|x|2 ,

c1
|x|3

)
correspondent à des solutions auto-

similaires. Ainsi, ce théorème peut aussi être vu comme un résultat de stabilité pour les solutions
auto-similaires.

Une autre possibilité est d’utiliser une méthode plus proche du travail de Kenig, Ponce et Vega
mentionné plus haut. On peut alors perturber des conditions initiales d’énergie finie quelconque,
mais la taille de la perturbation dépend de la taille des conditions initiales.

Théorème 6 ([3]) Soit d = 3, 4, 6 et considérons des données initiales du type (v0 +w0, v1 +w1),
avec

(v0, v1) ∈ Ḣ1 × L2 , (w0, w1) ∈ Ḃ1
2,∞ × Ḃ0

2,∞

et, pour une certaine constante κ

‖(w0, w1)‖Ḃ1
2,∞×Ḃ0

2,∞
. exp(− expEκ) .

Alors il existe une solution globale et unique de (ONL d+2
d−2

).
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2.1.6 Le cas surcritique (d ≥ 3) et l’unicité fort-faible

Pour d ≥ 3, la théorie des solutions faibles n’est plus “incluse” dans la théorie des solutions fortes,
comme c’est le cas en dimension 2. En effet, l’espace des données initiales d’énergie finie, L2, a une
homogénéité différente des espaces - au scaling de l’équation - apparaissant dans (2.1.6).

Qu’est-ce que l’unicité fort-faible ?

Les propriétés des solutions faibles en dimension d ≥ 3 restent assez mystérieuses, on ne sait rien
en particulier de leur unicité dans l’espace d’énergie L (défini en (2.1.3)) ou de leur régularité.

Par contre, les solutions fortes sont uniques dans les espaces où elles sont construites. A défaut de
prouver l’unicité de solutions faibles générales, on est donc tenté de se poser la question

“Si u est une solution forte, et u appartient à L, est-ce que u est unique dans L ?”

Si la réponse est affirmative, on parle d’unicité fort-faible. Nous allons présenter l’approche classique
de cette question, puis suggérer une nouvelle méthode.

L’unicité fort faible par estimation d’énergie

Supposons donc que u est une solution forte, appartenant à L, et que v est une autre solution
appartenant à L, partageant la même condition initiale. On voudrait montrer que u = v. Pour ce
faire, écrivons l’équation vérifiée par w = v − u





∂tw − ∆w + u · ∇w + w · ∇u− w · ∇w = −∇p
divw = 0
w|t=0 = 0 ,

il suffit maintenant de montrer que w = 0. On estime l’énergie de w, en prenant le produit scalaire
de l’équation ci-dessus avec w, puis en intégrant en espace, et en temps. Comme w et u sont de
divergence nulle,

∫
〈∇p , w〉 dx =

∫
〈u · ∇w , w〉 dx =

∫
〈w · ∇w , w〉 dx = 0 .

On obtient donc
1

2
‖w(t)‖2

2 +

∫ t

0
‖∇w(s)‖2

2 ds =

∫ t

0

∫
〈w · ∇u , w〉 dx ds (2.1.7)

et tout revient à estimer le membre de droite ci-dessus en fonction de ‖w‖L et de la norme de u
dans un certain espace de solutions fortes, Y . En effet, une estimation du type

∣∣∣∣
∫ t

0

∫
〈w · ∇u , w〉 ds dx

∣∣∣∣ . ‖u‖Y ‖w‖2
L . (2.1.8)

permet, en appliquant un argument de type Gronwall à (2.1.7), de conclure que w = 0.

L’approche qui vient d’être esquissée a été appliquée tout d’abord par Prodi [102] et Serrin [107],
puis des raffinements successifs, dus en particulier à Gallagher et Planchon [49], Dubois [43] et
Lemarié-Rieusset [87] ont permis de prouver (2.1.8) pour des espaces Y de plus en plus grands.
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Ainsi, les auteurs qui viennent d’être cités ont pu prouver des résultats d’unicité fort-faible pour u
appartenant à un des espaces de la hiérarchie suivante

LqLp →֒ LqLp,∞ →֒ LqM r,p →֒ LqM(Ḣd/p, L2) avec
2

q
+
d

p
= 1 , 2 < r ≤ p et d < p <∞

(voir le chapitre 5 pour la définition de ces espaces), ce qui correspond à u0 appartenant à

Ḃ
−1+ d

p
p,q →֒ Ḃ

−1+ d
p

Lp,∞,q →֒ Ḃ
−1+ d

p

Mr,p,q →֒ Ḃ
−1+ d

p

M(Ḣd/p,L2),q
avec

2

q
+
d

p
= 1 , 2 < r ≤ p et d < p <∞

(se référer là aussi au chapitre 5). Dans le cas limite p = d, von Wahl [127], Dubois [43] et
Lemarié-Rieusset [87] ont obtenu des résultats d’unicité fort-faible pour u0 petit dans

Ld →֒ Ld,∞ →֒M r,d →֒M(Ḣ1, L2) avec 2 < r ≤ d ,

Jusqu’où peut-on aller ainsi ? Le théorème suivant donne les espaces optimaux pour lesquels
une estimation du type (2.1.8) est vraie ; ceci se traduit immédiatement en un résultat d’unicité
fort-faible.

Théorème 7 ([2]) L’inégalité (2.1.8) est vraie à condition que u appartienne à

LqM(Ḣd/p, L2) avec 2
q + d

p = 1 et d < p <∞ (2.1.9)

ou
Lq|D|d/pBMO avec 2

q + d
p = 1 et −d < p ≤ 0 (2.1.10)

ou
L1Lip . (2.1.11)

De plus, ces conditions sont optimales.

Corollaire 1 ([2]) Si une solution de Navier-Stokes u appartient à l’un des espaces (2.1.9) (2.1.10)
(2.1.11) ainsi qu’à L, elle est unique dans L.

Il est à noter que ce corollaire généralise tous les résultats connus sur l’unicité fort-faible.

Disons maintenant un mot de la preuve du théorème 7. L’idée est de décomposer le membre de
droite de (2.1.8) en utilisant le paraproduit de Bony, présenté dans la partie 6.2.3 :

∫ t

0

∫
〈w · ∇u , w〉 ds dx =

∫ t

0

∫
〈Π(w , ∇u) , w〉 ds dx

+

∫ t

0

∫
〈Π̃(w , ∇u) , w〉 ds dx

+

∫ t

0

∫
〈R(w , ∇u) , w〉 ds dx .

On est alors amené à examiner si une inégalité telle que (2.1.8) est vraie pour chacun des trois termes
apparaissant dans le membre de droite ci-dessus. Ceci conduit immédiatement à des espaces de
type paramultiplicateur ; on peut conclure car ces espaces sont décrits par le théorème 23, énoncé
dans le chapitre 4.
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Une nouvelle approche pour l’unicité fort faible

Pourquoi une approche différente de l’unicité fort faible est-elle nécessaire ? Au vu de l’optimalité
des solutions de Koch et Tataru, on peut reformuler la question posée plus haut comme

“Si u est une solution de Koch et Tataru, et u appartient à L, est-ce que u est unique dans L ?”

Le problème est que les solutions de Koch et Tataru n’appartiennent en général à aucun des espaces
décrits dans le théorème 7.

Sans même faire appel à ce théorème, considérons une donnée initiale auto-similaire u0 appartenant
à ∇BMO. La solution de Koch et Tataru associée sera elle aussi auto-similaire, elle appartiendra
donc à des espaces du type Lp,∞X. Ce manque d’intégrabilité en temps ruine tout espoir de
vérifier (2.1.8), à moins de prendre p = ∞. Il est alors facile de voir que le meilleur espace
vérifiant (2.1.8) est Y = L∞M(Ḣ1 , L2), et M(Ḣ1 , L2) est plus petit que ∇BMO !

Quelle nouvelle approche adopter ? En reprenant la démarche exposée au début du paragraphe
précédent, on se rend compte que le cœur du problème est de prouver la stabilité L2 de l’équation
linéaire {

∂tw − ∆w + w · ∇u+ u · ∇w = −∇p
w|t=0 = w0 ,

(2.1.12)

où u est une solution de Koch et Tataru, issue de u0. En d’autres termes, tout revient à prouver
que la norme de la solution w au temps t, dans L2, de l’équation ci-dessus, peut être estimée par
la norme de w0 dans L2, et une certaine norme de u.

Si u est petite, on peut développer la solution w de cette équation en série

w =

∞∑

k=1

∞∑

ℓ=0

Tk,ℓ(w0 , u0) ,

où Tk,ℓ(w0 , u0) est k-linéaire en w0 et ℓ-linéaire en u0. Le premier terme de ce développement est
et∆w0, aisément analysé. Le premier terme non trivial est T1,1, sa bornitude est donnée par

Théorème 8 ([8]) T1,1 est borné de L2 ×∇BMO dans L∞L2.

La preuve de ce théorème consiste à analyser T1,1 dans l’espace de Fourier, où l’on dispose d’une
formule explicite.

Il semble (voir les perspectives en partie 2.3.4) qu’en poursuivant cette approche on puisse prouver
la stabilité L2 de (2.1.12), et par là l’unicité fort-faible pour les solutions de Koch et Tataru.

2.2 Autres modèles en mécanique des fluides

2.2.1 Présentation de (NSN) et (NSCI)

L’équation de Navier-Stokes classique (NS) ne décrit qu’imparfaitement les fluides réels. Des
modèles plus réalistes sont l’équation de Navier-Stokes non homogène, et l’équation de Navier-
Stokes compressible isentropique.
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L’équation de Navier-Stokes non homogène s’écrit

(NSN)





∂tρ+ u · ∇ρ = 0
ρ∂tu− ∆u+ ρu · ∇u = −∇p
div u = 0
(u , ρ)|t=0 = (u0 , ρ0) .

En plus de la vitesse du fluide u, cette équation prend en compte sa densité ρ, qui n’est pas
nécessairement uniforme.

Si l’on abandonne maintenant l’hypothèse d’incompressibilité, un des modèles les plus élémentaires
est l’équation de Navier-Stokes compressible isentropique

(NSCI)





∂tρ+ div(ρu) = 0
ρ∂tu− Lu+ ρu · ∇u = −∇P (p)
(u , ρ)|t=0 = (u0 , ρ0) ,

où l’on a noté L pour l’opérateur de Lamé L = µ∆ + (λ + µ)∇ div, avec µ > 0 et λ+ 2µ > 0 ; et
P pour la loi de pression P (ρ) = ργ , avec γ > 1.

Ces deux équations ont une structure similaire à (NS), en particulier, il existe une énergie conservée

pour (NSN) ‖
√
ρ(t)u(t)‖2

2 + 2

∫ t

0
‖∇u(s)‖2

2 ds

pour (NSCI) ‖
√
ρ(t)u(t)‖2

2 + 2

∫ t

0

(
µ‖∇u(s)‖2

2 + (λ+ µ)‖div u(s)‖2
2

)
ds

ainsi qu’un scaling qui laisse l’équation invariante.

pour (NSN) (ρ0 , u0) → (ρ0(λx) , λu0(λx)) et (ρ , u) → (ρ(λx, λ2t) , λu(λx, λ2t))

pour (NSCI) (ρ0 , u0) → (ρ0(λx) , λu0(λx)) et (ρ , u , P ) → (ρ(λx, λ2t) , λu(λx, λ2t) , λ2P )

(ainsi dans le cas de (NSCI) il s’agit d’un presque-scaling puisque la loi de pression P doit être
elle aussi modifiée).

2.2.2 Solutions fortes, solutions faibles pour (NSN) et (NSCI)

Tout comme expliqué dans la partie 2.1 pour (NS), on peut construire des solutions fortes et des
solutions faibles pour (NSN) et (NSCI), mais les difficultés rencontrées en étudiant (NSN) et
(NSCI) sont bien supérieures.

Des solutions faibles pour (NSN) et (NSCI) ont d’abord été construites par Lions [89] [90], son
approche a ensuite été raffinée, notamment par Feireisl [45].

Théorème 9 (Lions [89] [90], Feireisl [45]) Si (u0, ρ0) sont d’énergie finie, il existe une solu-
tion (faible) globale de (NSN) et (NSCI).
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La théorie des solutions fortes remonte à John Nash [99], les premières solutions fortes globales de
(NSCI) ont été construites par Matsumura et Nishida [92].

Raphaël Danchin [38] [39], a prouvé le caractère bien posé de (NSN) et (NSCI) pour des espaces
de données initiales invariants par le scaling (2.2.1). Comme nous l’avons expliqué pour (NS), les
espaces au scaling forment le cadre naturel et optimal dans lequel étudier des solutions fortes.

Théorème 10 (Danchin [38] [39]) Si (u0, ρ0) appartiennent à Ḃ
d/2−1
2,1 × Ḃ

d/2
2,∞, et si inf ρ0 > 0,

il existe une solution (forte) locale de (NSN) et (NSCI).

La condition de borne inférieure sur ρ0 apparaissant dans le théorème ci-dessus s’explique par le fait
que si ρ s’annule, les systèmes (NSN) et (NSCI) deviennent dégénérés. Ainsi, la possibilité que ρ
s’annule représente un obstacle sérieux à la construction de solutions fortes ; il peut néammoins être
dépassé en demandant plus de régularité pour u et ρ, ainsi qu’une “condition de compatibilité” :
voir à ce sujet les articles de Cho, Choe et Kim [30] et Choe et Kim [31].

2.2.3 Unicité fort-faible pour (NSN) et (NSCI)

Pour ces deux équations, le problème de l’unicité fort-faible a été curieusement peu étudié ; l’unicité
des solutions fortes est déjà, contrairement à (NS), un problème conséquent, et semble avoir plus
retenu l’attention des auteurs. Citons en particulier les résultats de Danchin [40], Desjardins [42],
Hoff [68], Lions [89]

Mais aucun de ces articles n’inclut de résultat d’unicité fort-faible au scaling de l’équation, alors que
nous avons vu qu’il s’agit du cadre naturel pour (NS). Les théorèmes suivants viennent remédier
à ce manque.

Théorème 11 ([5]) Une solution d’énergie finie de (NSN) est unique dans la classe des solutions
d’énergie finie à condition que (pour une certaine constante C)

u ∈ L∞Ld

∇1

ρ
∈ L∞Ld et

∥∥∥∥
1

ρ

∥∥∥∥
BMO

≤ C

‖ρ‖∞
∇u ∈ L1L∞ et

√
t∇u ∈ L2L∞

√
t∆u ∈ L2Ld .

Théorème 12 ([10]) Une solution d’énergie finie de (NSCI) est unique dans la classe des solu-
tions d’énergie finie à condition que

∇ρ ∈ L∞Ld

∇u ∈ L1L∞

√
t(∂tu+ u · ∇u) ∈ L2Ld .

Comme nous l’avons souligné plus haut, les conditions énoncées dans ces deux théorèmes ont le
mérite d’être invariantes par le scaling de (NSN) et (NSCI). On pourra trouver d’autres résultats
dans la même direction dans [5] [10].
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Un élément important de la preuve des théorèmes ci-dessus est une inégalité de Gronwall généralisée
qui s’applique à des inégalités différentielles du type

f ′ + (g′)2 ≤ αf + βg′g ;

un autre élément essentiel est l’utilisation de la méthode de l’entropie relative, introduite par
Dafermos [37] pour prouver l’unicité de solutions de lois de conservation, et appliquée notamment
par Mellet et Vasseur [94] à des problèmes paraboliques.

2.2.4 Solutions fortes à densité non bornée inférieurement de (NSN)

Nous avons vu dans la partie 2.2.1 que, si la densité s’annule, il devient problématique de résoudre (NSN)
et (NSCI).

Le théorème suivant quantifie précisément un type d’annulation de ρ pour lequel le système demeure
bien posé.

Théorème 13 ([5]) Soit s ∈
]

d
2 ,

d
2 + 1

[
. Le système (NNS) est bien posé pour des données

initiales telles que

u0 ∈ Hs , ρ0 ∈ L∞ et |D|s−1 1

ρ0
∈ L

d
s−1

et, pour une certaine constante C,

∥∥∥∥|D|s−1 1

ρ0

∥∥∥∥
d

s−1

≤ C

‖ρ0‖∞
.

Il est à noter que l’espace dans lequel la densité est considérée dans ce théorème est au scaling de
l’équation ; ce n’est pas le cas pour la vitesse, mais en utilisant le calcul paradifférentiel comme
dans Danchin [38] [39], il devrait être possible de prouver un résultat au scaling pour la vitesse.

2.3 Perspectives

2.3.1 Stabilité L2 des solutions de Koch et Tataru

Nous avons vu dans la partie 2.1.6 comment la question de l’unicité fort-faible est liée à la question
de la stabilité linéaire L2 pour les solutions de Koch et Tataru. En d’autres termes, est-il possible
si u est une solution de Koch et Tataru, d’estimer la norme L∞L2 de w solution de

{
∂tw − ∆w + w · ∇u+ u · ∇w = −∇p
w|t=0 = w0 ,

en fonction de la norme L2 de w0 ? Si la donnée initiale u0, de laquelle u est issue, est petite, on
peut développer w en série

w =
∞∑

k=1

∞∑

ℓ=0

Tk,ℓ(w0 , u0) ,

où Tk,ℓ(w0 , u0) est k-linéaire en w0 et ℓ-linéaire en u0.
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Comme indiqué plus haut, nous avons pu prouver que T1,0 et T1,1 vérifient les bornes souhaitées ;
il reste donc à analyser les opérateurs suivants. On dispose pour eux d’une formule explicite dans
l’espace de Fourier : ces opérateurs sont en fait pour chaque temps t des pseudo-produits, au sens
de Coifman et Meyer [35] ; leurs noyaux ne vérifient pas les estimations de Coifman-Meyer standard
mais présentent des singularités de type drapeau (“flag singularities”), étudiées dans un cas simple
par Muscalu [97].

Il devrait donc être possible de prouver la bornitude des Tk,ℓ et, partant, un résultat d’unicité
fort-faible pour les solutions de Koch et Tataru.

Remarquons enfin que le problème de stabilité L2 pour l’équation ci-dessus s’inscrit plus généralement
dans le cadre de l’étude globale des solutions de systèmes linéaires avec un potentiel dépendant du
temps. Ces types de problèmes restent assez mal compris, même s’ils ont été étudiés intensivement
dans le cas des équations dispersives : voir par exemple Rodnianski et Schlag [103] et les références
dans ce papier.

2.3.2 Lien avec des résultats d’existence globale à données grandes dans un
espace critique

On doit à Chemin et Gallagher [27] [28] et Chemin, Gallagher et Paicu [29] une série d’exemples
de données grandes dans Ḃ−1

∞,∞ pour lesquelles (NS) est globalement bien posé.

Nous avons construit (voir la partie 2.1.3) des données initiales convergeant dans Ḃ−1
∞,∞, mais pour

lesquelles le deuxième itéré de (NS) diverge.

Comment articuler ces deux types de condition initiale ? Un point crucial de l’analyse de Chemin
et Gallagher dans [27] [28] est une hypothèse de petitesse du second itéré, en dépit de données
initiales grandes dans Ḃ−1

∞,∞ ; c’est presque l’inverse des données initiales construites dans 2.1.3,

qui sont elles bornées dans Ḃ−1
∞,∞, mais dont le second itéré diverge.

Or, une caractéristique des conditions initiales construites pour prouver le théorème 2 est qu’à un
même endroit en espace, toutes les gammes de fréquence sont représentées ; alors que certaines
des données initiales de Chemin et Gallagher se distinguent en ce que des gammes de fréquence
différentes sont séparées spatialement. Serait-ce là un élément critique ?

On peut attendre de la comparaison de ces deux approches une meilleure compréhension de la
dynamique de (NS) ou du phénomène de la turbulence.

2.3.3 Comportement asymptotique en dimension 2, énergie infinie

C’est un principe d’hydrodynamique classique qu’en dimension 2, le comportement de (NS) est le
suivant : les (petits) tourbillons présents dans le flot tendent à fusionner pour créer finalement un
unique (grand) tourbillon.

La formulation mathématique précise de ce fait pourrait être la suivante : les basses fréquences
déterminent entièrement le comportement de (NS) en temps grand. Ou, pour être encore plus
précis : supposons que u0 est asymptotiquement auto-similaire pour les basses fréquences, c’est à
dire que

λu0(λ·) → U0 pour λ→ ∞
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pour une certaine distribution auto-similaire ψ, et une certaine topologie. Alors

u(t) → U(t) pour t→ ∞

(là encore, dans un sens à préciser), où U est la solution de (NS) pour la donnée initiale U0.
Notons en passant que considérer des données d’énergie infinie (par exemple, asymptotiquement
auto-similaires) est le seul moyen d’observer des comportements asymptotiques non triviaux pour
(NS).

Dans quels cas sait-on que le principe qui vient d’être énoncé est valide ? Essentiellement dans
deux situations

• Si u0 est petit, ceci est dû à Planchon [100].

• Si le rotationnel de u0 est une mesure finie, ceci est dû à Gallay et Wayne [51].

La preuve de ce principe dans un cadre plus général pourrait à notre avis fournir un bon exemple
d’application de la méthode développée par Kenig et Merle [73] [72] pour des équations dispersives,
à des équations paraboliques. Le premier pas de cette méthode, la décomposition en profils, a été
prouvé par Gallagher en dimension 3 [48].

2.3.4 Espaces optimaux pour les équations des fluides inhomogènes ou com-
pressibles ?

Le succès pour l’étude de (NS) de la théorie de Koch et Tataru conduit naturellement à se poser
la question : peut-on l’adapter à d’autres modèles de mécanique des fluides, en particulier (NSN)
et (NSCI) ? A défaut, quel est l’espace optimal dans lequel ces équations sont bien posées ?

Danchin [38] [39] a montré comment construire des solutions au scaling pour ces équations. Il
semble que dans son approche, un point critique empêchant de considérer des données initiales plus
générales est l’équation de transport : u doit essentiellement être borné dans L1Lip, et ce n’est pas
le cas (mais presque !) de et∆u0, pour u0 dans ∇BMO, ou simplement u0 autosimilaire.



Chapitre 3

Existence globale pour des équations
dispersives non-linéaires

Les résultats et les méthodes exposés dans ce chapitre sont le fruit d’un travail en collaboration
avec Nader Masmoudi et Jalal Shatah.

3.1 Introduction

3.1.1 Le problème de l’existence globale à données petites

Considérons une équation dispersive non-linéaire générale posée dans Rd :

{
i∂tu+ P (D)u = N(u)
u(t = 0) = u0

, (3.1.1)

où u(t, x) est un vecteur, P (D) un multiplicateur de Fourier réel, N une fonction (non-linéaire)
de u, et u0 une donnée initiale petite, régulière et localisée. Notre but est de répondre à la
question

“Quand cette équation admet-elle une solution globale ?”

La réponse est claire dans deux cas

1. Supposons que la non-linéarité vérifie N(u) . |u|p, avec p assez grand. Alors, sans plus
s’occuper de la structure précise de N , on peut conclure en utilisant des estimations disper-
sives, ou des estimations de Strichartz. Cette approche fonctionne à condition que p soit assez
grand par rapport à la force dispersive de l’équation.

2. S’il existe une énergie conservée, et que l’équation est bien posée pour la norme correspondant
à cette énergie, on peut, en résolvant le problème localement de proche en proche obtenir
une solution globale. Notons cependant que cette méthode ne dit rien sur le comportement
asymptotique de l’équation.

27
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De nombreux problèmes d’intérêt physique ne peuvent se réduire au point 1. ci-dessus ; quant
à l’approche par la deuxième méthode, qui n’est pas toujours possible, elle reste muette sur le
comportement asymptotique de l’équation. Citons parmi ces problèmes : l’équation de Korteweg
de Vries, ou l’équation de Schrödinger cubique invariante de jauge en dimension 1 (problèmes
complètement intégrables) ; l’équation d’Einstein et l’équation des applications d’onde (“wave
maps”) ; l’équation d’Euler-Maxwell (physique des plasmas) ; l’équation des ondes de surface
(“water waves”), etc...

3.1.2 Un exemple bien connu

A ce stade, nous aimerions illustrer notre propos par un exemple : en dimension 3, l’existence
globale à données petites pour

�u = N(∂u) avec N(∂u) . |∂u|p

(on note ∂ pour une dérivée du type ∂t ou ∇) peut aisément être obtenue en utilisant les estimations
de Strichartz si p est assez grand. Par contre, la solution de

�u = ∂u∂u

n’est pas globale en général : l’exemple bien connu de John [67]

�u = (∂tu)
2

est une équation dont la solution, pour des données arbitrairement petites, explose en temps fini.
Klainerman [76] et Christodoulou [32] ont par contre montré que l’équation

�u = (∂tu)
2 − (∇u)2

admet une solution globale à données petites.

Cet exemple montre combien la structure de la non-linéarité devient importante dès lors que la
puissance à laquelle elle correspond est assez faible.

3.1.3 Méthodes classiques

Dans les années 80, deux méthodes ont été proposées pour traiter le type de problème qui vient
d’être présenté.

Champs de vecteurs

L’idée de cette méthode est la suivante : trouver une famille de champs de vecteurs (Γj) adaptés
à l’équation, c’est à dire commutant (ou presque) avec la partie linéaire, et vérifiant (ou presque)
une relation de Leibniz pour la partie non linéaire.

Ces champs de vecteurs permettent alors, au moins dans les cas favorables, de contrôler l’équation
par des normes du type

∑
|k|≤N

∥∥Γku
∥∥

2
et
∑

|k|≤N/2

∥∥Γku
∥∥
∞

.
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Cette méthode a été introduite par Klainerman, qui l’a appliquée à l’équation des ondes quadra-
tique [76] ainsi qu’à l’équation de Klein-Gordon quadratique [77]. Elle a aussi été utilisée avec
succcès pour étudier des équations de Schrödinger non-linéaires, voir par exemple Hayashi, Miao
et Naumkin [56] ainsi que Hayashi et Naumkin [58].

Un des attraits de cette méthode réside dans sa robustesse. Elle peut en particulier être utilisée
même si l’espace sous-jacent n’est pas plat, c’est à dire différent de l’espace euclidien. C’est par
exemple le cas pour les équations d’Einstein, et Christodoulou et Klainerman [33] se sont appuyés
sur cette méthode pour prouver la stabilité des équations d’Einstein au voisinage de l’espace de
Minkowski.

Formes normales

Nous avons vu plus haut que plus la puissance de la non-linéarité est élevée, plus il est facile de
prouver un résultat d’existence globale. Dès lors, pourquoi ne pas essayer, par un changement
d’inconnue, de se ramener à une équation dont la non-linéarité a une puissance plus élevée ? C’est
là l’idée de la méthode des formes normales.

Pour être plus précis, supposons que la non-linéarité N de (3.1.1) est quadratique. On cherche alors
un opérateur bilinéaire B telle que la nouvelle inconnue

v
def
= u+B(u, u) (3.1.2)

satisfasse une équation cubique. On peut alors espérer prouver un résultat d’existence globale pour
v, qui se traduirait en un résultat d’existence globale pour u. Cette approche a été appliquée
pour la première fois par Shatah [109], dans le cadre de l’équation de Klein-Gordon quadratique.
Entre autre applications, on peut aussi citer l’équation de Schrödinger quadratique (Cohn [34]) ou
l’équation d’Euler-Poisson (Guo [55]).

Cette méthode a son origine dans la théorie des systèmes dynamiques de dimension finie ; elle
s’applique alors uniquement en l’absence de résonance. Pour les systèmes dynamiques de dimension
infinie que constituent les EDP, la situation est plus subtile : les résonances correspondent à
des singularités de l’opérateur bilinéaire B ; à condition que ces singularités ne soient pas trop
importantes, la méthode s’applique.

3.2 Notre approche : une analyse dans l’espace de Fourier

3.2.1 Résonances en temps et résonances en espace

Afin de simplifier l’exposition, nous nous limiterons ici au cas où N est quadratique, et u scalaire.
Ainsi on considère l’équation

∂tu+ iP (D)u = N(u) , (3.2.3)

où N(u) est un des polynômes

N1(u) = u2 , N2(u) = ū2 ou N3(u) = uū .

Posons
f(t) = eitP (D)u(t) . (3.2.4)
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En utilisant la formule de Duhamel, et en traduisant le probl̀eme en variable de Fourier, (3.2.3)
prend la forme

f̂(t, ξ) = û0(ξ) +

∫ t

0

∫
eisφ(ξ,η)f̂(s, η)f̂(s, ξ − η) dηds , (3.2.5)

où φ dépend de la non-linéarité N : plus précisément,

φ1(ξ , η) = P (ξ) − P (η) − P (ξ − η)

φ2(ξ , η) = P (ξ) + P (η) + P (ξ − η)

φ3(ξ , η) = P (ξ) − P (η) + P (ξ − η)

(pour être complètement exact, il faudrait prendre dans (3.2.5) le conjugué complexe de f̂ pour
certains j ; mais cela n’a pas d’importance). La structure du problème est maintenant contenue
dans φ.

Arrêtons-nous un instant et examinons l’équation (3.2.5) que nous venons d’écrire. On aimerait
obtenir un contrôle a priori, uniforme en temps, sur f ; un obstacle évident est l’intégrale présente
dans le membre de droite. Si t devient grand, l’intervalle d’intégration crôıt, et à moins que
l’intégrand n’oscille il n’y a pas d’espoir de clore les estimations.

Il apparâıt donc que deux cas peuvent être défavorables : si φ ou ∇ηφ s’annulent. En effet,

• Si φ s’annule, la phase est stationnaire dans la variable s. Il s’agit d’une résonance au sens
classique des systèmes dynamiques, “résonance en temps”. En caricaturant quelque peu,
l’étude de ces résonances en temps est l’objet des espaces Xs,b introduits par Bourgain et
Klainerman, et présentés par exemple dans Tao [120] ; mais ces espaces, s’ils permettent une
analyse fine de la régularité des solutions, sont moins utiles pour les problèmes d’existence
globale.

• Si ∇ηφ s’annule, la phase est stationnaire dans la variable η. Nous appellerons ce phénomène
“résonance en espace”. Pour comprendre sa signification physique, il suffit d’observer que
∇ηφ est égale à la différence entre les vitesses de groupe d’un paquet d’onde localisé autour
de ξ − η, et d’un paquet d’onde localisé autour de ξ. Ainsi, quand ∇ηφ s’annule, les vitesses
de groupe sont égales, et une interaction longue entre ces paquets d’onde devient possible.

Remarquons que cette notion n’a bien sûr un sens que si le spectre de l’équation linéarisée est
continu (sinon, comment dériver par rapport à η ?) ; en d’autres termes l’extension spatiale
du domaine doit être infinie.

Bien sûr, l’approche qui vient d’être esquissée peut être appliquée à n’importe quelle équation du
type (3.1.1) pourvu que N ait une structure polynomiale.

La morale que nous retenons est la suivante : φ décrit les propriétés dispersives non-linéaires du
système. Une solution globale devrait exister pourvu que l’ensemble {φ = 0} ∩ {∇ηφ = 0} soit
assez petit. Voyons comment ce principe s’applique.

3.2.2 Notre méthode : lien avec les opérateurs de pseudo-produit

Considérons à nouveau l’équation dérivée dans le paragraphe précédent

f̂(t, ξ) = û0(ξ) +

∫ t

0

∫
eisφ(ξ,η)f̂(s, η)f̂ (s, ξ − η) dη ds . (3.2.6)
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La difficulté réside bien sûr dans l’estimation de l’intégrale qui apparâıt dans le membre de droite.
Notre méthode est la suivante : appelons C l’ensemble critique {φ = 0} ∩ {∇ηφ = 0}. On veut
tirer parti de l’oscillation dans l’intégrale ci-dessus, sauf bien entendu sur C puisqu’alors il n’y a
pas d’oscillation. La chose la plus naturelle à faire est d’intégrer par parties ; soit donc L donné
par

L =
α∂s + β

s∇η

i(αφ+ β∇ηφ)

où α(ξ, η) et β(ξ, η) sont choisis de telle sorte que le dénominateur i(αφ+ sβ∇ηφ) ne s’annule que
sur C. Bien sûr, L est conçu pour que

Leiφ = eiφ .

En utilisant cette identité, on peut intégrer par parties dans (3.2.6). Sans rentrer dans les détails,
ceci permet de gagner de la décroissance en s et de fermer les estimations. Cependant, pour mener
à bien ces estimations, il est nécessaire d’utiliser un outil d’analyse harmonique. En effet, il est
clair que les termes multilinéaires obtenus en intégrant par parties ne sont plus des produits ; il
s’agit en fait de pseudo-produits, c’est à dire qu’ils s’écrivent (dans le cas bilinéaire)

(f, g) 7→ F−1

∫
m(ξ, η)f̂ (η)ĝ(ξ − η) dη .

Là aussi sans rentrer dans les détails, on se rend compte facilement que le noyau m va être singulier
sur C.

Dans le cas du théorème 14 présenté ci-dessous, C = {(ξ, η) = (0, 0)}, et les noyaux m sont de type
Coifman-Meyer ; le théorème de Coifman-Meyer [35] permet alors d’estimer les termes multilinéaires
correspondants.

Mais que se passe-t-il si la géométrie de C est plus complexe, comme c’est le cas pour certaines
équations de la physique mathématique ? On voit apparâıtre un lien passionnant avec des problèmes
d’analyse harmonique actuels, comme l’étude de l’opérateur de Hilbert bilinéaire, pour lequel
l’ensemble singulier est un sous-espace vectoriel. Le petit livre de Thiele [125] est une introduction
à ce domaine de recherche.

3.2.3 Une généralisation des méthodes antérieures

Nous aimerions maintenant montrer pourquoi la méthode qui vient d’être esquissée constitue une
généralisation des méthodes des champs de vecteurs et des formes normales, présentées dans la
partie 3.1.3. Bien sûr, il n’est pas possible de donner ici tous les détails, mais nous espérons donner
au moins une idée du lien entre ces méthodes.

Intégration par parties en temps et forme normale

Nous avons vu qu’il convient, pour tirer parti de l’oscillation dans l’intégrale (3.2.6), d’intégrer par
parties, en s ou en η. Commeņcons par intégrer par parties en s. On obtient
∫ t

0

∫
eisφ(ξ,η)f̂(s, η)f̂(s, ξ − η) dη ds

=

[∫
eisφ(ξ,η)

iφ(ξ, η)
f̂(s, η)f̂(s, ξ − η) dη

]t

0

−
∫ t

0

∫
eisφ(ξ,η)

iφ(ξ, η)
∂sf̂(s, η)f̂(s, ξ − η) dη ds .
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En utilisant que ∂tf = eitP (D)N(u), on voit que (3.2.6) peut se réécrire

f̂(t, ξ)−
[∫

eisφ(ξ,η)

φ(ξ, η)
f̂(s, η)f̂ (s, ξ − η) dη

]t

0

= û0(ξ)−
∫ t

0

∫
eisφ(ξ,η)eisP (η)N̂(u)(η)f̂ (s, ξ− η) dη ds .

Cette égalité correspond précisément au changement d’inconnue 3.1.2 à la base de la méthode des
formes normales. Il faudrait pour le voir clairement revenir à l’inconnue u, mais on peut observer
que le membre de gauche est de la forme f + une forme quadratique de f . Quant au terme de
droite, il correspond à une non-linéarité de la forme fN(u) : on vient donc d’augmenter le degré
de la non-linéarité !

Ainsi, l’intégration par parties en temps dans (3.2.6) revient exactement à appliquer la méthode
des formes normales.

Intégration par parties en η et champs de vecteurs

Que se passe-t-il si l’on intègre par parties en η ? Sans écrire la formule exacte, il est clair que les
expressions obtenues font intervenir ∂ηf̂(η). Pour mieux comprendre ce terme, nous allons l’écrire
en fonction de u, et dans l’espace physique, grâce à la relation (3.2.4). Il apparâıt qu’il existe un
champ de vecteurs Γ tel que

(eitP (ξ)∂ξ f̂(ξ))∧ = Γu .

L’examen de Γ dans le cas de l’équation des ondes, ou de l’équation de Schrödinger, montre qu’il
s’agit précisément du champ de vecteur utilisé dans la méthode des champs de vecteurs !

Ainsi, la méthode des champs de vecteurs est intimement reliée à l’intégration par parties en η
dans (3.2.6).

Conclusion

Il resort de la brève analyse qui vient d’être faite que la méthode des formes normales est reliée
à l’intégration par parties en temps dans (3.2.6), et qu’elle privilégie l’étude des résonances en
temps ; alors que la méthode des champs de vecteurs correspond à l’intégration par parties en η
dans (3.2.6), et qu’elle se concentre sur les résonances en espace.

Les avantages de notre approche, présentée dans la partie 3.2.2, sont dès lors clairs : elle unifie
ces deux méthodes antérieures, et permet de traiter conjointement les résonances en temps et les
résonances en espace.

3.3 Le cas de l’équation de Schrödinger en dimension 3

Nous nous concentrons à partir de maintenant sur l’équation de Schrödinger non-linéaire en dimen-
sion 3, autrement dit P (ξ) = |ξ|2 ou c|ξ|2, pour une constante c. L’équation que nous étudions est
donc à partir de maintenant {

∂tu+ i∆u = N(u)
ut=0 = u0 ,

(3.3.7)

avec (t, x) ∈ [0,∞)×R3. Nous allons montrer comment l’approche décrite dans la section précédente
s’applique.
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3.3.1 Non-linéarité super-quadratique

On dit que N est super quadratique si N(u) . |u|p pour un p > 2. L’existence de solutions globales
dans ce cas peut être démontrée en utilisant les estimations dispersives, sans étudier plus avant la
structure de la non-linéarité : voir Strauss [118], Shatah [109], Klainerman et Ponce [78].

3.3.2 Non-linéarité quadratique, cas scalaire

Si la non-linéarité est quadratique, sa structure précise devient importante. Nous distingurons donc
entre

N1(u) = u2 , N2(u) = ū2 ou N3(u) = uū .

Comme dans la partie 3.2, on peut associer à chacune de ces non-linéarités une phase

φ1(ξ , η) = |ξ|2−|η|2−|ξ−η|2 , φ2(ξ , η) = |ξ|2+|η|2+|ξ−η|2 et φ3(ξ , η) = |ξ|2−|η|2+|ξ−η|2 .

Pour chacune de ces non-linéarités, on peut décrire l’ensemble critique C = {φ = 0} ∩ {∇ηφ = 0}.
Il est réduit à {ξ = 0 , η = 0} si j = 1 ou 2, mais c’est un cone de dimension 3 si j = 3. Au vu de
la morale énoncée à la fin de la partie 3.2, le théorème suivant n’est pas étonnant.

Théorème 14 (Germain Masmoudi Shatah [12]) Si j = 1 ou 2, (3.3.7) et si ‖u0(x)‖2 +
‖x2u0(x)‖2 est assez petit, (3.3.7) admet une solution globale.

Pour démontrer ce théorème, l’analyse classique prenant seulement en compte les résonances en
temps est insuffisante, puisque si j = 1 les résonances en temps seules (c’est à dire {φ = 0}) forment
un cone de dimension 4 ; en prenant l’intersection avec les résonances en espace on obtient un espace
de dimension plus petite, et c’est ce qui permet la preuve du théorème.

Ce théorème avait déjà été démontré par Hayashi, Mizumachi et Naumkin [57], voir aussi Kawa-
hara [71], en utilisant une méthode reposant sur la commutation de champs de vecteurs. Notre
approche permet de clarifier les raisons structurelles pour lesquelles le théorème est vrai ; et la
méthode qui lui est associée est beaucoup plus simple et directe.

Dans le cas j = 3, on doit à Ginibre et Hayashi [53] un résultat d’existence presque globale ; on
peut conjecturer que l’existence globale à données petites n’est pas vraie en général.

Enfin, on peut considérer la non linéarité quadratique |u|u. La non-linéarité n’étant plus polyno-
miale, notre méthode ne s’applique plus. Mais la non-linéarité devient invariante de jauge, et on
peut en utilisant la transformation pseudo-conforme obtenir un résultat d’existence globale : voir
Nakanishi et Ozawa [98].

3.3.3 Non-linéarité quadratique, cas vectoriel

Notre méthode permet de traiter sans presque rien changer à la preuve du théorème 14 le cas d’un
système d’équations de Schrödinger couplées avec des vitesses de propagations différentes.

Théorème 15 (Germain Masmoudi Shatah [12]) Le système

si 1 ≤ ℓ ≤ N ,

{
∂tu

ℓ + icℓ∆u
ℓ =

∑
m,nAℓmnu

mun

uℓ(t = 0) = uℓ
0

(3.3.8)
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admet une solution globale à données petites à condition que

Aℓmn = 0 dès que cm + cn = 0 ou
1

cℓ
=

1

cm
+

1

cn
. (3.3.9)

D’où vient la condition (3.3.9) ? On peut utiliser l’approche décrite plus haut en posant f ℓ(t) =
eicℓt∆u(t) puis en écrivant (3.3.8) sous la forme

f̂ ℓ(t, ξ) = ûℓ
0(ξ) +Aℓmn

∫ t

0

∫
eisφℓmn(ξ,η)f̂m(s, η)f̂n(s, ξ − η) dηds ,

avec φℓmn(ξ, η) = cℓ|ξ|2 − cm|η|2 − cn|ξ − η|2. La condition (3.3.9) est alors équivalente à {φℓmn =
0} ∩ {∇ηφℓmn = 0} = {(ξ, η) = (0, 0)}.

3.4 Perspectives

3.4.1 Autres EDP

L’approche qui vient d’être exposée peut être appliquée à une grande variété de problèmes ; elle
fournit une grille de lecture qui semble très pertinente.

Le problème de l’existence globale à données petites pour l’équation de Schrödinger quadratique en
dimension 2 est considérablement plus complexe que le résultat en dimension 3 qui a été présenté
plus haut. En fait, il convient en dimension 2 d’ajouter une dérivée à la non-linéarité, afin de
diminuer la force des résonances en (ξ, η) = 0. Ce problème a été traité par Delort [41] par
des méthodes microlocales ; il est possible néammoins que notre approche puisse apporter des
améliorations.

Il est probablement possible de prouver le résultat sur les “formes nulles” évoqué en partie 3.1 à
l’aide de notre méthode. Il s’agit bien sûr d’un résultat désormais classique, mais la preuve standard
repose sur un certain nombre de miracles que nous espérons comprendre mieux en travaillant dans
la variable de Fourier.

Le problème des ondes de surface (“water waves”) suscite une recherche très active (voir par
exemple Shatah et Zeng [114] et les références contenues dans cet article) ; cependant le problème
de l’existence globale pour ce système est toujours ouvert. La méthode esquissée ci-dessus pourrait
permettre de s’y attaquer.

3.4.2 Entre phase stationnaire et opérateurs bilinéaires

Si l’on essaie de résoudre (3.3.7) de manière itérative, le second itéré s’écrit

û0(ξ) +

∫ t

0

∫
eisφi(ξ,η)û0(η)û0(ξ − η) dηds

ou encore, si l’on intègre en temps,

û0(ξ) +

∫
eitφi(ξ,η) − 1

φi(ξ, η)
û0(η)û0(ξ − η) dη .
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On est donc naturellement amené à considérer un opérateur de pseudo-produit avec un noyau

du type
eitφi(ξ,η) − 1

φi(ξ, η)
. Il serait très intéressant de comprendre quand un tel opérateur est borné

(indépendamment de t).

En fait, une analyse directe de cet opérateur semblant difficile, la procédure d’intégration par parties
décrite dans la partie 3.2.2 représente une tentative d’obtenir néammoins des estimations.

La difficulté, mais aussi l’intérêt, de l’analyse d’un opérateur de pseudo-produit avec un noyau
eitφi(ξ,η) − 1

φi(ξ, η)
réside dans le fait qu’on est à la frontière de deux mondes :

• Si l’on gèle le paramètre t, il s’agit essentiellement d’un opérateur de type Coifman-Meyer
(noter que si φ, dénominateur du symbole s’annule, le numérateur s’annule aussi).

• Si par contre on s’intéresse à la limite où t approche l’infini, on a essentiellement affaire à
une intégrale oscillante, et on aimerait appliquer des théorèmes de type phase stationnaire.
De tels théorèmes existent pour des opérateurs linéaires entre espaces de Lebesgue : voir le
théorème de Hörmander cité dans Stein [117], chapitre VI. Par contre, dans le cas bilinéaire,
rien ne semble connu.

Ainsi, on a mis le doigt sur une nouvelle classe d’opérateurs bilinéaires dont on aimerait comprendre
le comportement pour t grand, en fonction de φ. Ceci permettrait probablement une compréhension
plus profonde du type d’équations qui sont l’objet de ce chapitre, mais ceci jetterait aussi un pont
entre deux théories d’analyse harmonique pour l’instant largement disjointes.
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Chapitre 4

Equations dispersives géométriques

Par “équations dispersives géométriques” nous entendons dans ce chapitre : les applications d’onde
(“wave maps”) et les applications de Schrödinger (“Schrödinger maps”)

Ces deux équations constituent le pendant dispersif des applications harmoniques. Nous allons
dans un instant les définir précisément, mais disons sans plus attendre qu’on peut les voir comme
une généralisation des équations (linéaires) de Schrödinger et des ondes ; la différence est que ces
équations ne portent plus sur des fonctions à valeurs dans Rn, mais sur des applications à valeurs
dans une variété riemannienne.

Pourquoi étudier ces équations ? Outre leur intérêt intrinsèque, les applications d’onde sont
étroitement liées à l’équation d’Einstein (relativité générale) et les applications de Schrödinger
à certains modèles physiques (voir Shatah et Zeng [115]).

4.1 L’équation des applications d’onde (“wave maps”)

4.1.1 Présentation de l’équation et résultats connus

Forme générale

Soit une variété riemannienne N . Par le théorème de Nash, N s’injecte isométriquement dans un
espace euclidien de dimension suffisamment grande, et nous considérons dans la suite N comme
une sous variété de l’espace euclidien.

Une application u(t, x) (où (t, x) ∈ R × Rd) à valeurs dans N est appelée une application d’onde
avec données de Cauchy (u0, u1) si elle vérifie

(AO)

{
�u(x, t) ⊥ Tu(x,t)N

(u, ut)|t=0 = (u0, u1)
,

où l’on a noté TyN l’espace tangent à N au point y. (Dans le cas où N est la sphère, l’équation
ci-dessus devient simplement �u = u[(∂tu)

2 − (∇u)2].)

Les solutions de cette équation sont invariantes par le scaling

(pour λ ∈ R) u0(x) −→ u0(λx) et u(x, t) −→ u(λx, λt)

37
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et conservent, au moins formellement, l’énergie

E = ‖∇u‖2
2 + ‖∂tu‖2

2 .

Caractère bien posé

Rappelons tout d’abord que des équations d’onde semi-linéaires générales sont bien posées pour
(u0, u1) ∈ Ḣd/2+1 × Ḣd/2. Cependant, la non-linéarité de (AO) présente une structure de forme
nulle ; en utilisant ce fait, et des espaces de type Xs,b, Klainerman (voir par exemple l’article de
revue avec Selberg [79]) a pu montrer que l’équation est bien posée dans Ḣd/2+ǫ × Ḣd/2−1+ǫ. Ce

seuil a été abaissé par Tataru [119] à Ḃ
d/2
2,1 × Ḃ

d/2−1
2,1 , qui est au scaling de l’équation, mais qu’il

semble naturel de vouloir remplacer par Ḣd/2×Ḣd/2−1. Ceci est particulièrement vrai en dimension
2 puisqu’alors il s’agit de l’espace d’énergie. L’équation (AO) n’est en fait pas bien posée au niveau
de Ḣd/2 × Ḣd/2−1, mais on peut obtenir des solutions globales qui préservent la régularité. Ceci est
dû à Tao [121] [122] pour la sphère, en dimension quelconque, et grâce à l’utilisation d’une jauge
microlocale ; Shatah et Struwe [113] ont, en utilisant l’outil des moving frames, étendu ce résultat
à des variétés cibles arbitraires en dimension d ≥ 4.

Que dire maintenant du comportement global de (AO) ? En dimension 2 (la dimension critique
pour laquelle l’énergie est au scaling de (AO)), et si la cible N est de courbure négative, il est
conjecturé que les solutions locales ne développent pas de singularité et peuvent être étendues à des
solutions globales. Des articles récents de Tao [123] [124] tendent vers la preuve de cette conjecture.

Si d ≥ 3 ou si d = 2, mais la courbure de N n’est pas négative, la situation est beaucoup plus
ouverte ; les investigations sont pour l’instant limitées au cas où les données (u0, u1) ainsi que la
variété N présentent une symétrie : c’est l’objet du paragraphe qui suit.

Réduction équivariante

La réduction équivariante qui va être présentée permet de réduire (AO) à un problème en 1 + 1
dimensions. Supposons que la métrique de N peut s’écrire, dans des coordonnées (φ , χ) ∈ R×Sd−1

ds2 = dφ2 + g(φ)2dχ2

(ceci signifie que N présente une symétrie par rotation ; si par exemple N = S2, on peut prendre
pour φ et χ les coordonnées sphériques classiques).

Notons d’autre part (r, ω) pour les coordonnées polaires du plan euclidien Rd.

Soit enfin χ : Sd−1 → SM (M est un entier, a priori grand) une application harmonique propre
(“eigenmap”), c’est à dire que (pour une constante k)

|∇χ|2 = k et ∆Sd−1χ+ kχ = 0 .

On dit alors que l’application u est équivariante si elle s’écrit, dans les systèmes de coordonnées
(r, ω) et (φ , χ),

u(r, ω) = (φ(r), χ(ω))

(le cas le plus simple est celui où χ est l’identité et u une application de Rd dans Sd telle que
u(r, ω) = (φ(r), ω)).
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L’équation (AO) devient alors l’équation suivante pour φ(t, r)

(AOE)

{
∂2

t φ− ∂2
rφ− d−1

r ∂rφ+ k
r2 g(φ)g′(φ) = 0

(φ, φt)|t=0 = (φ0, φ1)

Formation de singularités

Les investigations sur la formation de singularités sont pour l’instant limitées au cadre équivariant.
Les résultats connus sont les suivants.

• En dimension 2, (AO) est critique. Il a récemment été prouvé par Rodnianski et Ster-
benz [104] et Krieger, Tataru et Schlag [84] que si N = S2, l’équation (AOE) développe des
singularités à partir de solutions régulières.

• En dimension d ≥ 3, on doit à Shatah [110] et Cazenave, Shatah et Tahvildar-Zadeh [24]

des exemples de solutions autosimilaires, c’est à dire du type φ(t, r) = ψ
(r
t

)
, où ψ est de

classe C∞ ; ces solutions présentent bien sûr une singularité pour t = 0.

4.1.2 Données initiales (u0 , u1) ∈ Ḃ
d/2
2,∞ × Ḃ

d/2−1
2,∞

Nous avons vu plus haut que (AO) a une solution globale et unique pour des données initiales
(u0 , u1) ∈ Ḣd/2 × Ḣd/2−1. On peut aussi prouver que (AOE) est bien posée pour ce type de
données.

Comme Ḃ
d/2
2,∞ × Ḃ

d/2−1
2,∞ est un espace plus grand que Ḣd/2 × Ḣd/2−1, montrer que (AOE) est bien

posée dans Ḃ
d/2
2,∞×Ḃd/2−1

2,∞ représente une amélioration technique ; cela a aussi un intérêt intrinsèque
comme nous allons le voir.

Une question complètement ouverte est la stabilité des solutions explosives auto-similaires de
Shatah [110] et Cazenave, Shatah et Tahvildar-Zadeh [24] présentées plus haut. L’approche que
nous avons suivie pour tenter de mieux comprendre cette question est la suivante : au lieu de
perturber une telle solution avant l’explosion et d’essayer de comprendre comment la dynamique
est affectée, pourquoi ne pas résoudre à partir du temps d’explosion ?

Soit u = ψ
(

r
t

)
une solution auto-similaire. Il est facile de voir que sa trace à t = 0 est du type(

C0 ,
C1

r

)
, pour des constantes C0 et C1. Réciproquement, les solutions issues de telles données

initiales sont, au moins formellement, auto-similaires. Cependant, ce type de données n’appartient

pas à Ḣd/2 × Ḣd/2−1, mais à Ḃ
d/2
2,∞ × Ḃ

d/2−1
2,∞ : il apparâıt donc naturel de s’intéresser à de telles

données.

Notre premier théorème concerne le cas de données petites dans un espace très proche de Ḃ
d/2
2,∞ ×

Ḃ
d/2−1
2,∞ ; afin de ne pas sombrer dans de trop grandes complications techniques, nous énonçons le

théorème pour cet espace de Besov, et renvoyons à l’article correspondant pour l’énoncé exact.

Théorème 16 ([6]) L’équation (AOE) est bien posée globalement pour (u0 , u1) petit dans Ḃ
d/2
2,∞×

Ḃ
d/2−1
2,∞ . La solution u correspondante appartient à L∞(] −∞,∞[, Ḃ

d/2
2,∞).
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La preuve de ce théorème repose sur un argument de point fixe standard, et les inégalités de
Strichartz. La preuve requiert cependant une analyse en fréquence assez fine.

Peut-on se passer de l’hypothèse de petitesse ? Ceci semble en général très difficile, mais est
cependant possible dans un cas particulier.

Théorème 17 ([6]) Soit d = 3 et (u0, u1) de la forme

(
C0 ,

C1

r

)
, pour des constantes C0 et C1.

Alors il existe une solution globale de (AOE) appartenant à L∞Ḃ
d/2
2,∞; cette solution n’est en général

pas unique.

Pour prouver ce théorème, on cherche la solution sous la forme ψ
(

r
t

)
, et on remarque qu’alors

(AOE) devient l’EDO singulière

ρ2(1 − ρ2)f ′′(ρ) + 2ρ(1 − ρ2)f ′(ρ) − 2g(ρ)g′(ρ) = 0 ;

la preuve consiste alors en l’étude minutieuse de cette équation.

Le résultat de non-unicité était déjà connu pour les solutions de Shatah ; nous voyons qu’il s’agit
en fait d’un phénomène général.

Que retenir de cette analyse ? Les solutions auto-similaires de Shatah peuvent être incluses dans un

ensemble plus large de solutions correspondant à des données initiales dans Ḃ
d/2
2,∞ × Ḃ

d/2−1
2,∞ . Si ces

données sont petites, l’équation est bien posée, mais pour des données grandes, on perd l’unicité.

L’analyse de la stabilité des données grandes semble très ardue, mais elle pourrait fournir une
réponse à la question : en l’absence d’unicité, comment choisir des solutions physiquement perti-
nentes ?

4.1.3 Existence de profils auto-similaires réguliers

Présentation du problème

La question centrale de ce paragraphe est : à quelle condition sur N existe-t-il une solution de
(AOE) du type ψ

(
r
t

)
, avec un profil ψ régulier ?

La réponse à cette question a bien sûr des implications importantes pour la dynamique de (AOE).
En effet, l’existence d’un tel profil implique que l’équation peut développer des singularités ; au
contraire, en l’absence d’un tel profil, il semble que la question du comportement de l’équation est
essentiellement ouverte.

Nous avons vu que Shatah [110] (pour N = S3) et Cazenave, Shatah et Tahvildar-Zadeh [24] (pour
des variétés cibles plus générales) ont prouvé l’existence de tels profils. Nous allons présenter un
critère qui caractérise totalement, si d = 3, les variétés N pour lesquelles un tel profil existe.

Nous nous restreignons au cas où N possède un unique équateur, c’est à dire un unique φ0 tel que
g′(φ0) = 0. En dimension 3, il est facile de voir que l’existence d’un équateur est une condition
nécessaire pour l’existence de profils auto-similaires ; on pourrait considérer le cas de plusieurs
équateurs, mais cela compliquerait la discussion sans apporter de nouvel éclairage. Ainsi on peut
penser à N comme une variété de forme ovöıde.
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Il nous faut maintenant faire un petit détour par la théorie des applications harmoniques (ellip-
tiques).

L’énergie de Dirichlet pour les applications harmoniques et l’application équateur

Les applications harmoniques sont à l’équation de Laplace ce que les applications d’ondes sont
à l’équation des ondes. En d’autres termes, une application u à valeurs dans une variété N est
harmonique si

∆u(x) ⊥ Tu(x)N .

Le cadre équivariant présenté plus haut est tout aussi adapté aux applications harmoniques.
L’équation ci-dessus devient

−∂2
rφ− d− 1

r
∂rφ+

k

r2
g(φ)g′(φ) = 0 .

Cette équation, restreinte à la boule unité, peut être vue comme l’équation d’Euler-Lagrange as-
sociée à l’énergie

E(φ) =

∫ 1

0

[
(∂rφ)2 +

k

r2
g(φ)2

]
rd−1dr . (4.1.1)

Définissons maintenant l’application équateur (“equator map”) par

φ(r) ≡ φ0 .

Cette application est harmonique, mais elle présente une discontinuité à l’origine. Il semblerait
d’ailleurs qu’il s’agisse d’un des premiers exemples connus de solutions non continues d’une équation
elliptique.

Si l’application équateur n’est pas continue, on peut s’interroger sur sa stabilité : minimise-t-elle
l’énergie E dans la classe des φ tels que φ(r = 1) = φ0 ?

La réponse à cette question dépend de N , on se reportera pour plus d’informations à Jäger et
Kaul [66], Baldes [16], Hélein [60].

Critère pour l’existence de profils auto-similaires réguliers si d = 3

Donnons ce critère sans plus attendre. Rappelons que nous sommes dans le cadre équivariant et
que N a un unique équateur.

Théorème 18 ([11]) Soit d = 3. Les deux points suivants sont équivalents

(i) L’application équateur est l’unique minimiseur de E (défini en (4.1.1))dans la classe des φ tels
que φ(r = 1) = φ0.

(ii) Il n’existe pas de solution de (AOE) de la forme ψ
(

r
t

)
, avec ψ de classe C∞.

Ce théorème représente un lien surprenant entre la théorie elliptique (applications harmoniques) et
la théorie hyperbolique (applications d’onde).

Le lien entre les points (i) et (ii) est fourni par les applications d’onde d’énergie finie ayant
pour donnée initiale l’application équateur, si bien qu’en fait une étape intermédiaire dans la
démonstration du théorème précédent est le théorème suivant :
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Théorème 19 ([11]) Soit d = 3. Les deux points suivants sont équivalents

(i) L’application équateur est l’unique minimiseur de E dans la classe des φ tels que φ(r = 1) = φ0.

(ii) L’application identiquement égale à φ0 est l’unique solution d’énergie finie issue de (u0, u1) =
(φ0, 0).

Ainsi, on obtient aussi un résultat (conditionnel) de non-unicité pour les solutions faibles !

Enfin, une hypothèse du théorème 18 semble restrictive : pourquoi demander des profils qu’ils
soient C∞ ? Des profils moins réguliers permettraient aussi de prouver l’apparition de singularités.
Le théorème suivant vient répondre à cette question

Théorème 20 ([11]) Soit d = 3, et ψ dans Ḣ3/2 tel que ψ
(

r
t

)
soit une solution de (AOE). Alors

ψ ∈ C∞.

Ce résultat de régularité elliptique montre que les profils de classe C∞ sont en fait le cas général.

Il est trés intéressant de noter que Ḣ3/2 est essentiellement la régularité limite : si l’on demande

seulement Ḃ
3/2
2,∞, alors des profils existent qui ne sont pas C∞, et cela indépendamment de N : ceci

résulte du théorème 16.

4.2 L’équation des applications de Schrödinger (“Schrödinger maps”)

4.2.1 Présentation de l’équation

Nous avons considéré dans la partie 4.1 une formulation extrinsèque des applications harmoniques
et des applications d’onde, c’est à dire faisant appel à une injection de N dans l’espace euclidien.
Pour les applications de Schrödinger, il est plus simple d’adopter une formulation intrinsèque.

Comme plus haut, la variété cible est une variété riemannienne, dont la connexion de Levi-Civita
est notée ∇. Nous supposons de plus que N est équipée d’une structure quasi-complexe, c’est à dire
pour tout x d’une application linéaire Jx opérant sur TxN , et telle que J2

x = −Id. Etant donnée
une application u, on note aussi ∇ pour le pull-back de ∇ par u.

On dit alors que u(t, x), application de Rd+1 dans N est une application de Schrödinger avec donnée
de Cauchy u0 si

(AS)

{
∂tu− J

∑d
k=1 ∇k∂ku = 0

u|t=0 = u0 .
,

(Dans le cas où N est la sphère S2, munie de la structure quasi-complexe naturelle, cette équation
s’écrit simplement ∂tu = u× ∆u.)

Les solutions de cette équation sont invariantes par le scaling

(pour λ ∈ R) u0(x) −→ u0(λx) et u(x, t) −→ u(λx, λt)

et, au moins formellement, leurs normes Ḣ1 et L2 sont conservées.
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4.2.2 Réduction équivariante

Nous nous limitons au cas d = 2, et supposons alors qu’on peut prendre sur N des coordonnées
(φ , χ) ∈ [0, φ∗) × S1 dans lesquelles la métrique s’écrit

ds2 = dφ2 + g(φ)2dχ2

et la structure quasi-complexe est donnée par

J∂φ =
1

g(φ)
∂χ et J∂χ = −g(φ)dχ .

L’opérateur de rotation R opérant sur N est défini de manière naturelle par

R(α)(φ, χ) = (φ, χ+ α) .

On dit alors que u est k-équivariante s’il existe une fonction W à valeurs dans N telle que (en
utilisant les coordonnées polaires (r, ω) pour l’espace euclidien source)

u(r, ω) = R(kω)W (r) .

Dans ce cadre équivariant, (AS) devient

(ASE) ∂tW = J

(
∇r∂rW +

1

r
∂rW − k2g(W )g′(W )

r2
∂φ

)
.

4.2.3 Résultats connus

La théorie de (AS) est bien moins développée que celle de (AO), on dispose néammoins des résultats
suivants : le caractère bien posé de (AS) pour des données régulières remonte à Kenig, Ponce et

Vega [74] ; pour des données dans un espace au scaling de l’équation, Ḃ
3/2
2,1 pour d = 3 et Ḣd/2 pour

d ≥ 4, elle est due à Ionescu et Kenig [64] [65], Bejenaru, Ionescu et Kenig [18], Bejenaru [19].

En dimension 2, l’existence globale pour des données d’énergie finie petites a été prouvée, avec
l’hypothèse d’équivariance, par Chang, Shatah et Uhlenbeck [25].

4.2.4 Formation de singularité par une solution auto-similaire

Le théorème suivant garantit l’existence de profils auto-similaires réguliers.

Théorème 21 (Germain, Shatah, Zeng [9]) Pour tout k, il existe une famille de solutions
auto-similaires de la forme

u = R(kχ)W

(
r√
t

)
,

où W est de classe C∞. Cette famille est indexée par A ∈ R tel que si r → 0

φ(W (r)) ∼ Ark .

De plus le comportement asymptotique de W pour r → ∞ est le suivant : il existe φ0, χ0, γ0 tels
que

φ(W (r)) → φ0 , χ(W (r)) → χ0 et Wr ∼ g(φ0)

r
cos

(
γ0 −

r2

4

)
∂φ − 1

r
sin

(
γ0 −

r2

4

)
∂χ .
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Ce théorème prouve donc que le flot de (AS) peut former des singularités à partir de données
régulières. Malheureusement, au vu du comportement asymptotique de W , l’exemple que nous
venons de donner correspond à des données d’énergie infinie. Une question reste donc ouverte : en
partant de données d’énergie finie, des singularités peuvent-elles apparâıtre ?

4.3 Perspectives

4.3.1 Existence de profils auto-similaires réguliers

Le théorème 18 donne un critère pour l’existence de profils auto-similaires réguliers pour l’équation
des applications d’onde. Ce résultat semble fondamental pour la compréhension du comportement
dynamique de (AO), il serait donc très intéressant de pouvoir l’étendre.

• Tout d’abord, il convient de s’interroger sur l’extension en dimension supérieure à 4. L’argument
utilisé pour prouver le théorème 18 n’est plus valable, mais peut-on trouver une nouvelle ap-
proche ? Ou ce résultat est-il limité par essence à la dimension 3 ?

• Une autre question intéressante est l’existence de tels théorèmes pour d’autres flots géométriques :
on pense par exemple aux applications de Schrödinger décrites plus haut, ou au flot de la
chaleur pour les applications harmoniques (“harmonic map heat flow”).

• Enfin, il est naturel de se demander dans quelle mesure la non-existence de profils auto-
similaires interdit l’existence d’explosions “presque” auto-similaires, c’est à dire proche en un
sens à préciser d’un comportement auto-similaire.

4.3.2 Unicité des solutions faibles

Nous avons vu dans le chapitre 1, que des solutions faibles (globales, d’énergie finie) peuvent être
construites pour des équations de type Navier-Stokes. Néammoins, la question de l’unicité et de la
régularité de ces solutions semble extrêmement difficile.

Au contraire, les équations d’évolution de type flot géométrique fournissent de manière relativement
aisée des exemples de non-unicité pour des solutions faibles : on pense bien sûr au théorème 19,
pour les applications d’onde, mais aussi au résultat de Coron [36] pour le flot de la chaleur pour
les applications harmoniques.

Ainsi, les équations d’évolution de type géométrique donnent des exemples de phénomènes très
intéressants, et qu’on ne sait (ou peut ?) pas observer pour les équations de la mécanique des
fluides. De plus, ces problèmes d’unicité des solutions faibles peuvent être comme on l’a vu plus
haut reliées à la dynamique des équations considérées.

Tout ceci indique qu’il est sans doute intéressant d’examiner plus avant (pour d’autres équations,
d’autres configurations) ces questions d’unicité des solutions faibles pour les équations d’évolution
de type géométrique.



Chapitre 5

Interaction champ-particule

5.1 Modèles d’interaction champ particule

Les équations qui sont l’objet de ce chapitre décrivent l’interaction entre un champ, défini dans
l’espace entier, et une particule rigide : nous nous attacherons plus particulièrement au cas où un
champ électromagnétique régi par les équations de Maxwell interagit avec une particule chargée,
dont le mouvement est gouverné par la force de Lorentz.

5.1.1 Equations de Lorentz-Maxwell

Sans plus attendre, le problème de Cauchy pour les équations de Lorentz-Maxwell s’écrit

m

(
q̇(t)√

1 − q̇(t)2

)·

= eEρ(q(t)) + eq̇(t) ×Bρ(q(t))

Ė(x, t) = rotB(x, t) − eρ(x− q(t))q̇(t)

Ḃ(x, t) = − rotE(x, t)

divB(x, t) = 0

divE(x, t) = eρ(x− q(t))

(q, q̇, E,B)|t=0 = (q0, q̇0, E0, B0) .

(5.1.1)

On considère ce système dans l’espace tridimensionel : les variables (t, x) appartiennent à R × R3.
La particule est caractérisée par sa position q et sa vitesse q̇ ; sa masse est m et sa charge totale
e ; sa distribution de charge est donnée par ρ, qu’on suppose tel que

ρ ∈ C∞
0 , ρ ≥ 0 , ρ = ρ(|x|) et

∫

R3

ρ = 1 .

On note, pour une fonction ou un vecteur f ,

fρ = f ∗ ρ .

Le champ électromagnétique est décrit par sa composante électrique E et sa composante magnétique
B.

45
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La première ligne de (5.1.1) est l’équation de Lorentz incluant la relativité restreinte ; les lignes 2 à
6 correspondent aux équations de Maxwell (toutes les constantes physiques, y compris la vitesse de
la lumière, sont prises égales à 1). Ainsi, le système est invariant au sens de la relativité restreinte...
à ceci près que la forme de la particule est fixe. Ce modèle a été introduit par Abraham [13] en
1901.

5.1.2 Propriétés élémentaires

L’énergie

E(q̇, E,B)
def
=

m√
1 − q̇2

+
1

2

∫

R3

(E2 +B2)

d’une solution de (5.1.1) est conservée par le flot de ce système. Cette propriété permet de construire
facilement des solutions globales en temps pourvu que les données initiales soient d’énergie finie.
Par contre, le comportement asymptotique d’une solution n’est a priori pas clair.

D’autre part, le scaling propre au système (5.1.1) (que nous n’écrivons pas ici) laisse l’énergie
invariante. Ce système est donc critique.

5.1.3 A mi-chemin entre EDP et EDO

Il est intéressant d’examiner précisément la structure des interactions non-linéaires dans (5.1.1), car
il apparâıt alors que le champ n’interagit jamais directement avec lui même. On n’a pas d’équation
du type

équation linéaire portant sur le champ = nonlinéarité fonction du champ ,

mais la particule joue toujours un rôle de médiateur. Ainsi, un système de dimension finie sert de
tampon pour l’interaction d’un système de dimension infinie avec lui-même.

En ce sens, le système (5.1.1) est à mi-chemin entre une EDP et une EDO. Nous allons voir que son
comportement dynamique présente des similarités avec des équations de champ dispersives non-
linéaires standard. L’analyse globale de ces équations est très complexe et beaucoup de questions
restent ouvertes ; au contraire, nous allons pouvoir relativement aisément caractériser le comporte-
ment asymptotique de (5.1.1), c’est sans doute une conséquence de l’aspect de dimension finie de
l’interaction.

5.1.4 Autres modèles

D’autres modèles d’interaction champ-particule ont été considérés dans la littérature. Il est ainsi
physiquement plus réaliste d’autoriser la particule à avoir un mouvement de rotation sur elle-même,
cette possibilité est envisagée dans [83]. On peut remplacer l’équation de Maxwell satisfaite par
le champ par une équation d’onde scalaire (Komech et Spohn [82]), une équation de Schrödinger
(Komech et Kopylova [81]), ou une équation de Klein-Gordon (Imaikin, Komech et Vainberg [63]).
Le comportement qualitatif de ces systèmes reste à peu près inchangé.

Une modification plus conséquente consiste à considérer l’équation de Lorentz classique (non rela-
tiviste). Cette possibilité est étudiée dans Bambusi et Galgani [17], mais il y a alors pour les grandes
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vitesses un hiatus entre cette équation classique, et l’équation de Maxwell, intrinsèquement rela-
tiviste. Enfin, le modèle de Lorentz consiste à imposer que la forme de la particule est invariante au
sens de la relativité restreinte. Peu de résultats mathématiques semblent connus sur cette question,
voir néammoins Spohn [116].

5.2 Comportement asymptotique

5.2.1 Les solitons

Certaines solutions de (5.1.1) se déplacent à vitesse constante sans se déformer : on les appelle
solitons. Ces solitons sont de la forme

q = vt , E = eEv(x− vt) et B = eBv(x− vt) ,

où v ∈ R3, |v| < 1, et Ev, Bv sont des champs de vecteurs sur R3. La conjecture générale
pour les équations dispersives non-linéaires est qu’elles se comportent en temps grand comme une
superposition de solitons et d’une partie radiative. On peut attendre la même chose des solutions
de (5.1.1) ; à ceci près que le nombre de solitons doit être exactement un, puisqu’il y a exactement
une particule disponible. La conjecture naturelle est donc qu’une solution (q,E,B) de (5.1.1) vérifie

si t→ ∞,





q̇(t) → v∞
E(t) − Eq̇(t)(· − q(t)) − EL(t) → 0

B(t) −Bq̇(t)(· − q(t)) −BL(t) → 0 ,
(5.2.2)

où v∞ ∈ R3, |v∞| < 1 et (EL , BL) est une solution libre des équations de Maxwell, c’est à dire que





ĖL = rotBL

ḂL = − rotEL

divBL = 0
divEL = 0 .

5.2.2 Résultats connus

Tout d’abord, la stabilité orbitale des solitons est toujours vraie, voir à ce sujet Imaikin, Komech
et Mauser [61], mais la validité de (5.2.2) est plus ardue à établir et n’est pas connue sous des
hypothèses générales aujourd’hui.

Sous la condition de Wiener que

∀ξ , ρ̂(ξ) 6= 0 ,

et avec une hypothèse de décroissance de E0 et B0 à l’infini, Komech et Spohn [82] ont prouvé
que (5.2.2) est vraie. Ces auteurs tirent parti, suivant une idée introduite par Komech et Spohn [82],
d’un fait physique bien connu : une particule qui accélère irradie de l’énergie à l’infini. Comme
la quantité d’énergie disponible est limitée, on obtient une borne sur q̈, qui permet de contrôler
l’équation.
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5.2.3 Résultats obtenus

Le théorème suivant enlève toute restriction sur les données initiales, autres que la finitude de
l’énergie, qui est très naturelle dans ce problème. Il s’agit en fait du premier résultat qui établit (5.2.2)
pour des données initiales d’énergie finie générales ; il s’agit aussi du premier résultat qui montre
une convergence globale (et non sur tout compact) des champs dans (5.2.2).

Théorème 22 ([7]) Si e2

m est assez petit, et que les données initiales sont d’énergie finie, (5.2.2)
est vraie. Plus précisément, les champs dans (5.2.2) convergent au sens de L2.

L’idée de la preuve de ce théorème est d’abord d’observer que la particule se déplace à une vitesse
maximale plus petite que 1. Fixons la trajectoire d’une particule, et un champ d’énergie finie se
propageant à vitesse 1. On observe que l’intégrale de l’accélération qu’un tel champ communiquerait
à une telle particule converge.

Afin d’exploiter cette observation, il convient d’effectuer un changement d’inconnues ; les nouvelles
inconnues correspondent essentiellement à la distance entre la solution, et l’ensemble des solitons.
On montre que cette distance tend vers 0.

5.3 Perspectives

5.3.1 Un modèle pour les systèmes dispersifs ?

Les équations de Lorentz-Maxwell constituent un système hamiltonien non-linéaire de dimension
infinie ; néammoins, la non-linéarité est, nous l’avons vu, d’une certaine manière de dimension finie.

Ceci explique que l’étude des équations de Lorentz-Maxwell soit assez aisée, bien que l’on observe
déjà pour ces équations des comportements typiques de systèmes dispersifs non linéaires.

Ainsi, une conjecture générale pour les équations aux dérivées partielles dispersives est la suiv-
ante : le comportement asymptotique d’une solution est donné par la superposition de solitons et
d’une solution libre. On ne sait pas à l’heure actuelle prouver cette conjecture, si ce n’est pour
des cas particuliers. Or, le théorème 22 peut être vu comme la preuve de la conjecture pour le
système (5.1.1).

On peut donc espérer que les équations d’interaction champ-particule fournissent des modèles sim-
ples reproduisant des phénomènes caractéristiques des équations de champ dispersives.

5.3.2 Dérivation de l’équation de Vlasov-Maxwell

L’équation de Vlasov-Maxwell est une équation cinétique décrivant le mouvement de particules
chargées ; elle est fondamentale en physique des plasmas et conduit, en intégrant la vitesse v, à
l’équation d’Euler-Maxwell.

Formellement, on peut obtenir cette équation en considérant un système de N particules chargées
interagissant via le champ électromagnétique, et en laissant N tendre vers l’infini.

Mais à l’heure actuelle, il n’existe pas de preuve rigoureuse de cette dérivation, voir Elskens,
Kiessling et Ricci [44] pour un résultat partiel dans cette direction. La difficulté par rapport
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à d’autres limites cinétiques N → ∞ réside dans le fait qu’on ne peut considérer des partic-
ules ponctuelles. En effet, si ρ = δ, le système (5.1.1) n’est pas bien défini, puisque le champ
électromagnétique présente une singularité à l’endroit où la particule est localisée. On est donc
conduit à considérer des particules de diamètre fini, et à laisser ce diamètre converger vers zéro si
N → ∞. Cette procédure est cependant délicate, puisque plus les particules sont localisées, plus le
système est singulier.

On peut espérer que le théorème 22 conduise à une preuve rigoureuse de cette dérivation.
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Chapitre 6

Rappels d’analyse harmonique et
résultat sur les (para-)multiplicateurs

Les parties 6.1 et 6.2 de ce chapitre sont consacrées au rappel de notions classiques d’analyse
harmonique ou fonctionnelle ; dans la troisième partie 6.3, des résultats originaux concernant les
espaces de multiplicateurs et paramultiplicateurs sont présentés.

Dans ce qui suit, la transformée de Fourier de f est notée

f̂(ξ) =
1

(2π)d/2

∫
f(x)e−ixξdx .

De plus, si φ est une fonction, le multiplicateur de Fourier φ(D) est donné par

(φ(D)f)∧ (ξ) = φ(ξ)f̂ (ξ) .

6.1 Espaces fonctionnels

Nous introduisons dans cette partie certains espaces fonctionnels ; ils trouvent leur application dans
l’analyse d’équations aux dérivées partielles effectuée dans les autres chapitres.

6.1.1 Espace de Lebesgue

Les espaces de Lebesgue Lp sont donnés par la norme

‖f‖p
def
=

(∫
|f(y)|p dy

)1/p

.

Les espaces de Lebesgue faibles Lp,∞ sont donnés par la norme

‖f‖Lp,∞
def
= sup

α>0
α |{|f | > α}|1/p .

51
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6.1.2 Espace des fonctions à oscillation moyenne bornée : BMO

Dans de nombreux problèmes d’analyse harmonique, des propriétés sont fausses pour L∞ mais
deviennent vraies à condition de considérer l’espace (légèrement plus grand) BMO. Il est defini
par la norme

‖f‖BMO
def
= sup

x∈Rd , R>0

m (|f −m(f, x,R)| , x , R)

où m(f, x,R) est la moyenne de f sur la boule de centre x et de rayon R :

m(f, x,R)
def
=

1

|B(x,R)|

∫

B(x,R)
f(y) dy .

6.1.3 Espaces de Sobolev

Nous nous restreignons aux espaces de Sobolev homogènes de base L2. Ils sont donnés par la norme

‖f‖Ḣs = ‖|D|sf‖2 .

6.1.4 Espaces de Morrey

Si 1 < p ≤ q ≤ ∞, l’espace de Morrey Mp,q est donné par la norme

‖f‖Mp,q = sup
x∈Rd , R>0

R
d

“
1
q
− 1

p

”

‖f‖Lp(B(x,R)) .

Il est à noter que Mp,p = Lp et en ce sens les espaces de Morrey généralisent les espaces de Lebesgue.

6.2 Théorie de Littlewood-Paley

6.2.1 Multiplicateurs de Fourier dyadiques

L’idée de base de la théorie de Littlewood-Paley est d’écrire une fonction donnée f comme somme
de fonctions élémentaires fn telles que chaque fn soit localisée en fréquence sur un anneau dyadique
de taille ∼ 2n.

Pour mettre en œuvre cette idée, considérons une fonction ψ, supportée dans la couronne C(0, 3/4, 8/3)
et telle que ∑

j∈Z

ψ(2−jξ) = 1 pour ξ 6= 0 .

On définit alors les multiplicateurs de Fourier

∆j = ψ

(
D

2j

)
et Sj = Id−

∑

k>j

∆k .

Ceci donne une partition de l’unité homogène

Id =
∑

j∈Z

∆j
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(valide au moins modulo les polynômes) et une partition de l’unité inhomogène

Id = S0 +
∑

j≥0

∆j .

6.2.2 Espaces de Besov

Si (s, q) ∈ R× [1,∞] et E est un espace de Banach, l’espace de Besov Ḃs
E,q est donné par la norme

‖f‖Ḃs
E,q

def
=
∥∥2js ‖∆jf‖E

∥∥
ℓq
j

=



∑

j∈Z

2jsq ‖∆jf‖q
E




1/q

(avec la modification usuelle au cas où l’indice q est infini).

Si E est l’espace de Lebesgue Lp, avec 1 ≤ p ≤ ∞, on note simplement Ḃs
p,q pour Ḃs

E,q. Ainsi

‖f‖Ḃs
p,q

def
=
∥∥∥2js ‖∆jf‖Lp

x

∥∥∥
ℓq
j

=



∑

j∈Z

2jsq ‖∆jf‖q
Lp




1/q

.

6.2.3 Paraproduit

On doit à Bony [20] la décomposition suivante du produit entre deux fonctions f et φ

fφ =
∑

j

∆jfSj−1φ+
∑

j

Sj−1f∆jφ+
∑

|j−k|≤1

∆jf∆kφ

def
= Π(f, φ) + Π̃(f, φ) + R(f, φ) .

Les termes Π(f, φ) et Π̃(f, φ) sont appelés paraproduits ; le terme R(f, φ) reste.

6.3 Multiplicateurs et paramultiplicateurs

Une question naturelle et aux applications diverses en analyse harmonique est de comprendre quand
l’opérateur de multiplication par une fonction f

Mf : φ 7→ fφ

est borné d’un espace de Sobolev Ḣs dans un autre espace de Sobolev Ḣt. Notre motivation pour
étudier ce problème vient de la question de l’unicité fort-faible pour Navier-Stokes : voir partie 2.1.6.

On appelle espace des multiplicateurs de Ḣs dans Ḣt l’espace M(Ḣs , Ḣt) donné par la norme

‖f‖M(Ḣs , Ḣt)

def
= ‖Mf‖Ḣs→Ḣt .

Pour étudier plus finement cet espace, on peut utiliser la décomposition de Bony décrite dans la
partie 6.2.3

Mfφ = fφ = Π(f, φ) + Π̃(f, φ) +R(f, φ) .
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Il est alors naturel d’introduire les espaces de paramultiplicateurs

‖f‖Π(Ḣs , Ḣt)

def
= ‖Π(f, ·)‖Ḣs→Ḣt

‖f‖eΠ(Ḣs , Ḣt)

def
= ‖Π̃(f, ·)‖Ḣs→Ḣt

‖f‖ eR(Ḣs , Ḣt)

def
= ‖R(f, ·)‖Ḣs→Ḣt .

Enfin, remarquant que Π(L2 , L2) n’est autre que BMO, on peut, suivant Youssfi [128] [129], définir

BMOs def
= Π(Ḣs , Ḣs) .

Le théorème suivant montre que tous les espaces de multiplicateurs ou paramultiplicateurs peuvent
être construits à partir des BMOs par intégration ou dérivation fractionnaire. Quant aux espaces
BMOs eux-mêmes, en dépit de leur rôle important, ils semblent difficiles à appréhender ; on pourra
pour plus d’informations se reporter aux articles de Youssfi cités plus haut.

Théorème 23 ([2]) Les espaces de paramultiplicateurs et de multiplicateurs sont décrits dans le
tableau suivant

Espace considéré α > 0 α = 0 α < 0

Π(Ḣs, Ḣs+α) |D|−αBMOs BMOs |D|−αBMOs

R(Ḣs, Ḣs+α) |D|−αBMO−s−α BMO−s |D|−αBMO−s−α

Π̃(Ḣs, Ḣs+α) L∞ Ḃα
∞,∞

M(Ḣs, Ḣs+α) {0} L∞ ∩BMO|s| Si s 6= −α/2, |D|−αBMOmax(s,−s−α)

La description des espaces de multiplicateurs et de paramultiplicateurs donnée par ce théorème est
essentiellement nouvelle. Gala et Lemarié-Rieusset [47] ont obtenu de manière indépendante un
résultat proche : ils décrivent les espaces Π(Ḣs, Ḣs+α) pour α > 0.

Notons enfin que l’espace M(Ḣs, Ḣ−s) (donc α = −2s) n’est caractérisé que dans le cas s = 1 ou
1/2 : Maz’ya et Verbitsky [93] ont prouvé qu’il est alors égal à |D|2sBMOs. On peut conjecturer
que cette égalité demeure vraie pour s ∈

]
−d

2 ,
d
2

[
.
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accepté par le Journal d’Analyse Mathématique.
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[38] Danchin, Raphaël, Global existence in critical spaces for compressible Navier-Stokes equations.
Invent. Math. 141 (2000), no. 3, 579?614.
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8. The second iterate for the Navier-Stokes equation, accepté par le Journal of Functional Analysis
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